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Dieser Kurs soll eine Einfiihrung in Visualisierungstechniken geben. Zunéachst werden
parametrisierte Kurven betrachtet, mit deren Hilfe viele wichtige Konzepte leicht ein-
gefiihrt werden kénnen. Im zweiten Abschnitt werden Bezierkurven betrachtet, deren
Form sich durch ein Kontrollpolygon leicht bearbeiten, berechnen und parametrisie-
ren lasst. Abschnitt drei behandelt die Parametrisierung von Flachen. Im folgenden
vierten Abschnitt wird ein erstaunliches Phiénomen beschrieben: Ein Zylinder wird
punktweise durch eine triangulierte Flache approximiert, doch abhéngig von der Para-
meterwahl konvergiert der Flacheninhalt gegen den des Zylinders oder nicht. Zuletzt
wird in Abschnitt fiinf eine Methode zur Bildverzerrung skizziert, indem wir versu-
chen zu klaren, wie sich effizient Gitter deformieren lassen und welche Abbildungen
sich dafiir eignen.
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6 Quellen 109

1 Parametrisierte Kurven

1.1 Definition

Parametrisierte Kurven laufen in Abhéngigkeit eines Parameters t, welcher nicht im
Koordinatensystem eingezeichnet ist. Sie entsprechen folgender Definition:

fi(t)
fal(t
f:ICR—-R"t+— 2() i I — R
fu(t)
Ein Beispiel fiir eine Parametrisierung einer Kurve ist die Parametrisierung von

g(z) = 2

Diese Kurve liegt im R2, sodass die beiden Funktionen f; und f, die x- bzw. y-
Koordinate unserer Kurve darstellen.

Die x-Koordinate wird dabei einfach mit f;(t) = ¢, die y-Koordinate mit fy(t) = ¢*
beschrieben.

Die Parameterdarstellung lautet also fiir ¢t € R:

= ().

1.2 Der (Einheits-)Kreis

Da der Einheitskreis die Kreisfunktionen Sinus und Cosinus beschreibt, ist es nur
logisch, dass Sinus und Cosinus in der entsprechenden parametrisierten Darstellung
enthalten sind. Der Cosinus ist die Projektion auf die x-Achse und bestimmt deshalb
die x-Koordinate. Er entspricht f;(¢). Der Sinus ist die Projektion auf die y-Achse
und bestimmt deshalb die y-Koordinate. Er entspricht fa(?).

Die Parameterdarstellung eines Kreises ist also folgende:

. (Zifg))) .t e [0:2q].

Will man noch einen Radius ungleich Eins beriicksichtigen, so tritt dieser einfach
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Abbildung 1: Der Einheitskreis

als Vorfaktor auf:

075 05 -025 025 05 075

05T

Abbildung 2: Das ,,Unendlichzeichen®

Hierbei hatten wir zwei Ansétze. Der erste war, das Zeichen einfach durch Aneinan-
derreihung zweier Kreise zu erhalten. Dazu stellten wir als erstes fest, dass wir, um
den Kreis um Eins nach rechts zu verschieben, einfach nur eine Eins zur x-Koordinate
addieren mussten, da ja jeder Punkt auf der selben Hohe bleibt und sich nur parallel
zur x-Achse verschiebt. Fiir die Verschiebung nach links muss mit der selben Begriin-
dung eine Eins von der x-Koordinate subtrahiert werden. Also:

t— (Cozl(fl)(;)“ 1) , fiir t € [—m; 7]
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t— (COS(t)t; 1) , fiir ¢ € [; 3]

sin(

Die zweite Version griindet sich darauf, dass zum Erhalten der Kurve die y-Koordinate
doppelt so schnell laufen muss, wie die x-Koordinate. Wahrend also der Cosinus nur
einmal alle Werte zwischen —7 und 7 durchlauft muss der Sinus die Werte zwischen
—7 und 37 durchlaufen. Also:

cos(t)
7 \sin(2¢)
1.4 Die Sanduhr

Um nun von der vorangegangenen Figur auf eine Sanduhr zu kommen, muss man die
Figur an der Identitéit spiegeln, was mit der Parameterdarstellung besonders einfach
geht. Man muss einfach nur die Komponenten von x- und y-Eintrag vertauschen.
Ausgehend von der zweiten Version also:

b= (225(%&?)

1.5 Geschwindigkeiten, die erste Ableitung und Tangential-
vektoren

Da unsere Kurve von einem im Koordinatensystem nicht vorhandenen Parameter ¢
abhéngt, konnen wir diesen auch als die Zeit ansehen, die aufgewendet wird um die
Kurve entlang zu gehen. Wenn t=0 ist, so lauft man also gerade los, wahrend zum
Beispiel der Punkt bei t=1 den Ort beschreibt, bei dem man sich zur Zeit 1 befindet.
Man kann bestimmte Kurven auch mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten entlang-
laufen. In Abschnitt 1.3 hat man sehr schén gesehen, wie eine Verdopplung des pro
Zeiteinheit zuriickgelegten Weges zu einer Stauchung der Kurve fiithrte. Wiirde man
allerdings f; und f; um den selben Faktor beschleunigen oder verlangsamen, so wiir-
de man z.B. den Kreis in der bisherigen Zeit einfach nur mehrmals oder nur teilweise
durchlaufen.

Ganz physikalisch gesprochen kann man diese Geschwindigkeit auch als Vektor auf-
fassen. Dieser sogenannte Tangentialvektor wiirde dann an den entsprechenden Kur-
venpunkt angesetzt. Betrachtet man die Kurve des Unendlichzeichens so sieht man,
dass am Punkt (0|0) gleich zwei Tangentialvektoren anliegen, da wir diesen Punkt
zwei Mal mit unserer Kurve treffen, was nicht an der Periodizitdt von Sinus und
Cosinus liegt, und auch nicht an der Lénge des Intervalls.
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Die Geschwindigkeit ist aufserdem der Ort (in unserem Fall die Parameterdarstellung
der Kurve) abgeleitet nach der Zeit (bei uns der Parameter).

Am Beispiel unseres Unendlichzeichens séhe diese Ableitung wie folgt aus:

0= (o)) = ()

Man kann iibrigens auch hier dquivalent zu einer klassischen Funktion einen Diffe-
renzenquotienten aufstellen. Wahrend es bei Funktionen dabei ndmlich darum geht,
wie sich der Funktionswert verindert, wenn man den x-Wert minimal variiert, geht
es bei Kurven darum, wie sich der Ort dndert, wenn man den Parameter minimal
variiert.

Also:
lim (7(t+h’z—7(t)>

h—0

Verallgemeinert lautet der Ausdruck so:
v: I —R?
fi(t)
fa(t)

d’y I — R?

t—

, der Ort zum Zeitpunkt t

(j;lg ;) , die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t
2

Diese Darstellung gibt uns, da es der Vektor der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ ist,
sowohl die Richtung (Richtung des Vektors), als auch die Grofe (Lénge des Vektors)
der Geschwindigkeit an. Wollen wir allerdings nur die Geschwindigkeit, also die Lén-
ge des Vektors, haben, so konnen wir diese iiber den Satz des Pythagoras bestimmen.

iw(m = \/ (%fl(t)P + <%fz(t>>2

Natiirlich ist dabei auch eine Geschwindigkeit von Null méglich. Zu einem solchen
Zeitpunkt bleibt der Punkt sozusagen ’stehen’.

Definition 1.1 FEine Kurve v heifst requldr, falls %7 # 0 fiir alle Zeitpunkte t gilt.

1.6 Bogenlinge

Ebenfalls dquivalent zur klassischen Funktion kann man die Bogenlénge einer Kurve
bestimmen. Diese ist bestimmt durch das Integral {iber die Geschwindigkeiten im
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Intervall [a; b].
Also

/ba (I%v(t)l) _ /b (\/(%fl(t))2 + (%fz(t))g) '

Wie man leicht erkennt, fiihrt diese Schreibweise fiir Parameterdarstellungen einfa-
cher Funktionen (siche Beispiel 2?) zu der iiblichen Bogenlénge, da ja fi(t) = z und
demnach 4 f,(t) = 1 ist.

1.7 Die Betragsfunktion

Die Betragsfunktion ist bekanntermaften an der Stelle x = 0 nicht differenzierbar,
da die Funktion erst mit der konstanten Steigung von -1 fillt, und nach der Null
sprunghaft zu einer Steigung von +1 wechselt.

In der Parameterdarstellung kann man dieses Problem umgehen. Dort muss die ent-
sprechende Kurve némlich nur aus zwei gleichen Funktionen f; und f, bestehen,
wobei fo den Betrag von f; beschreibt. Dadurch kénnen die Funktionen so gewéhlt
werden, dass kein sprunghafter Steigungswechsel stattfindet, sondern man sozusagen
vor der Ecke langsamer wird, um danach wieder zu beschleunigen. Eine mogliche
Darstellung dafiir wére diese:

3 L 3t
(0= () i m(t)—<%_3tz .

Zur naheren Erlduterung:
Annéherung von links:

3¢2 3¢2 3t \ =0 (0
3 . 3 . < — -
|t°| = —t° fir t <0 = (§_§ : 3t2> <t_:3 ‘ 3t2) (_3t2) - (O)

Anndherung von rechts:

312 3t 312\ o (0
3 . 3 .
7 =" fir £ > 0 <—|§§| .3t2> (g .3t2)<3t2) - (0)

Die klassische Betragsfunktion hingegen sieht so aus:

0-(3) e 0= (1)

Sie liefert folgende Ergebnisse:
Anndherung von links:

()0 C)
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Annéherung von rechts:

e (-0)-0)

Hier sind die Ergebnisse in beiden Féllen konstant.

Die Potenzen in der ersten Darstellung sorgen dafiir, dass die Ableitung gegen Null
geht.

Wie man also sieht, muss man sich bei der Arbeit mit Kurven von dem iiblichen Ge-
danken abwenden, differenzierbare Funktionen seien ,rund. Auch eine eckige Kurve
wie die des Betrages ist differenzierbar.

1.8 Zykloide

Zykloide sind sogenannte Abrollfiguren. Sie beschreiben die Kurve, die ein Punkt
beschreibt, der auf einem Kreis mit Radius 7 liegt und eine bestimmte Bahn ,ent-
langrollt®.

Dazu versuchten wir zuerst einmal, die Bahn des Punktes auf dem Kreis zu beschrei-
ben, ohne den Kreis dabei auch noch fortzubewegen. Als erstes wurde zum Erreichen
der bendtigten Rechtsdrehung die folgende Version aufgestellt:

e (Ca)

Sie begriindet sich darin, dass der Cosinus zwar seiner alten Bahn folgt, der Sinus
jedoch in negative Richtung wandert. Allerdings wiirde der Kreispunkt dann nicht

sunten, sondern ,rechts” am Kreis beginnen. Um ,unten“ zu beginnen, miisste man

das ganze um —7 verschieben, was dank der Periodizitdt zu folgender korrekten

Darstellung fiihrt:
o sin(?)
—cos(t) )

Um nun noch die Rechtsdrehung einzubinden, miissen wir die Bahn des Mittelpunktes
betrachten. Diese wird einfach durch ¢ — G) beschrieben und ist eine Parallele zu

unserer Geraden.
Durch Addition kénnen wir diese Kréfte nun iiberlagern und so die Bewegung des

Punktes bestimmen:
t I sin(t)
1 Tl cos(t) )
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Allerdings stellt sich hierbei die Frage, warum man nicht einfach 5¢ schreiben kénnte.
Dies lief sich jedoch einfach damit begriinden, dass sich dann der Mittelpunkt im
Verhaltnis zum Rad viel zu schnell fortbewegen wiirde. Nichtsdestotrotz fiel auf, dass
unser Vorfaktor Eins nicht unbedingt richtig sein miisste, da ja das Rad eine andere
Strecke zuriicklegt als der Kreismittepunkt. Wihrend letzterer ndmlich zum Beispiel
bei t = 27 die Strecke 27 zuriicklegt, ist der Kreispunkt gerade eine Strecke von 27 -r
weit gekommen, da er ja gerade einmal um den Kreis gewandert ist. Dementsprechend
muss die Geschwindigkeit des Mittelpunktes angepasst werden. Dazu bilden wir das
Verhiltnis aus Umfang des Kreises und Bogenmafs, 227;’". Der benétigte Faktor ist also
r.

Die exakte Form lautet also
rt —sin(t)) t — sin(t)
(7’) T (—cos(t)) - (1 —cos(t) )

1.9 Epizykloide

Eine weitere mogliche Abrollfigur beschreibt die Bahn eines Punktes auf einem Kreis
mit Radius 7 der auf einem groferen Kreis mit Radius R entlang rollt, wobei (R > r).

(a) Epizykloide(schematisch) (b) Epizykloide mit irrationaler Phase

Abbildung 3: Epizykloide
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Als erstes stellten wir hierzu wieder die Formel fiir die Bahn des Punktes auf dem
kleinen Kreis dar, sollte sich der Kreis nicht fortbewegen. Da wir sozusagen ,links®
an unserem Kreis anfangen, miissen wir die ,normale” Form anpassen. Die passende

Formel lautet also wie folgt:
o cos(t)
—sin(t) J

Die Bahn des Mittelpunktes wird hierbei jedoch nicht einfach als Gerade beschrieben,
sondern ist die Bahn eines Kreises mit Radius (R + ). Sie lautet also

(R+M~C$8>.

Auch hierbei muss eine Anpassung der Geschwindigkeit stattfinden. Und zwar durch
das Verhaltnis aus Umfang des kleinen Kreises und Mittelpunktsbahn:

2r-(R+r) R+r R
- =4,
,

2T -r r

Diese Variation muss nun als verandernder Faktor fiir die Geschwindigkeit der Kreis-
bahn auftreten. Nach Uberlagerung der Kréfte lautet die komplette Formel folgen-

dermalsen:
- (e e )
(R+r)sin(t) —r-sin((£ +1)-t)

vl

1.10 Hypozykloide

Eine weitere sehr dhnliche Abrollfigur beschreibt die Bahn eines Punktes auf einem
Kreis mit Radius r, der dieses Mal in einem grokeren Kreis mit Radius R entlang

rollt (R > r).

Die Bahn des Punktes auf dem kleinen Kreis ldsst sich in diesem Fall durch eine
Abwandlung der Formel aus 1.1 da wir zwar rechts starten aber im Uhrzeigersinn
drehen.

Damit kommt man auf folgende Formel:

()

Die Bahn des Mittelpunktes folgt hierbei analog zu den Epizykloiden einer Kreisbahn,
diesmal im inneren des Kreises mit dem Radius (R — r). Die Gleichung lautet also

(R+ 1)+ (ggjgg) .
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(a) R=6,r=2 (b) R=5,r=2

Abbildung 4: Hypozykloide mit unterschiedlichen Radien-Verhéltnissen

Wieder muss eine Anpassung der Geschwindigkeit stattfinden. Der Faktor hierbei
lasst sich wie bei den Epizykloiden durch das Verhéltnis aus Umfang des kleinen
Kreises und Mittelpunktsbahn berechnen:

2n-(R—r) R—r R

= =—-—1.
27 - () r r

Die komplette Formel lautet nun:

(R—7r)-cos(t) —r-cos((£ —1)-1)
b= ((R—r) - sin(t) —r-sin((% - 1) t)) '

2 Bezierkurven

Da man fiir die Bildbearbeitung die vorangegangen, komplizierten Kurven nur schlecht
benutzen kann, bendtigt man einfachere Kurven, die sich kontrolliert verdindern las-
sen. Bezierkurven haben sich dabei als besonders niitzlich erwiesen. Durch bestimmte
Stiitz- bzw. Fixpunkte kénnen sie auf zwei verschiedenen Arten erzeugt werden, die
im Folgenden erldutert werden.

2.1 Der de Casteljau-Algorithmus

Das erste Verfahren arbeitet mit dem Algorithmus von de Casteljau und ist kon-
struktiv. Bei diesem Algorithmus sind n + 1 Punkte Py, ..., P, (,die wir die Punkte
der 0. Generation nennen) und ein z € [0; 1] gegeben. z gibt dabei ein Verhéltnis an,
in dem die Strecken PyP;, P\ Ps, ..., P,_1P, jeweils spater geteilt werden sollen. Bei
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dieser Teilung erhélt man nun n — 1 neue Punkte (der 1. Generation ). Auf diese
Punkte wendet man das Verfahren erneut an und erzeugt so Punkte der 2., 3., ...,
n-ten Generation, wobei zuletzt nur noch ein einziger Punkt iibrig bleibt. Das ganze
ldsst sich mit folgendem Pseudocode beschreiben:

1 Forie=0,...,n

2 PZ-O::PZ-

3 Forj=1,...,n

4  Fori=0,...,(n—j)
5 p=(l—2) P 4z P
6 Return B

In Zeile 1 und 2 werden die Ursprungspunkte formgerecht umbenannt. In der Zeile 3
zahlt man mit dem Laufindex j die jeweiligen Generationen. Da in jeder Generation
ein Punkt weniger vorhanden ist, gibt es dementsprechend genau n Generationen.
7 lauft daher von 1 bis n. In Zeile 4 lauft der Index ¢ von 0 bis n — j, was die
jeweiligen Anzahlen an Punkten in der Generation j sind. Die wichtigste Zeile ist
die fiinfte: Jeder neue Punkt P/ entsteht auf der Strecke zwischen zwei Punkten
Pij ! und Pf:ll der vorangegangenen Generation. Man erzeugt ihn, indem man die
Differenz P/~ — Pf:ll (also die Strecke zwischen beiden Punkten), multipliziert mit
z, zu dem Punkt P/~ addiert:

Pl=F/ "tz (Pl =P =(1—2)- P 42 Pl

K3 (2

In der 6. Zeile wird dann schlieflich der errechnete letzte Punkt ausgegeben. Fiir
jedes z, das man zu den gegebenen Punkten wéhlt, entsteht ein anderer Punkt auf
der Kurve. So lasst sich die Kurve letztendlich konstruieren.

2.2 Bernstein-Polynome

Mit dem zweiten Verfahren lésst sich die Bezierkurve berechnen.
Zunéachst betrachten wir das Problem fiir vier Punkte Py, Py, P», Ps fiir z € [0; 1]. Wir
errechnen die Punkte der ersten Generation wie unter 2.1 angegeben.
Pb=(1-2)-P+z-P
Pl=(1-2)-P+z2 P
Pl=(1—2)-P,+z-Ps
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(a) Zeta (b) Ampersand

Abbildung 5: Design mit Bezierkurven

Aus denen lassen sich wiederum die Punkte der zweiten Generation errechnen:

1—2)-Pf+z-P}
((1—2)'P0+Z'P1)+Z<<1—Z)'P0—|—Z'P1)
2 P0+2(1—Z)ZP1+22P2

= (

=(1-2)
=(1-2)
(1—2)2-P+2(1—2)z-P,+2* P

Analog P? =

Nun wird der letzte Punkt aus diesen errechnet:

PP=(1—2)-P?+=z- P}
=(1-2)((1—2)?2 Po+2(1—2)z- P+ 22 P)+2(1 -2 P +2(1—2)z- P+ 2*- P3)
:(1—z)3-P0+3(1—z)zz-Pl+3(1—z)22-P2+z3-P1

— Z ( ) 3 ’LZ’L . Pz
Dies lésst sich nun auf eine beliebige Anzahl von Punkten verallgemeinern:
> (Ma-arer
i
i=0
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Dabei nennt man (7)(1 — 2)"~"2* das i-te Bernsteinpolynom vom Grad n.

3 Parametrisierte Flachen

Neben den Kurven kann man auch Flachen parametrisieren und im Raum darstellen.
Hierfiir ist es erforderlich, einen zweiten Parameter einzufiihren.

Der Definitionsbereich ist diesmal z.B. ein (kartesisches) Produkt zweier Intervalle,
also eine Flache.

3.1 Kugeloberfliche

Wir versuchen nun, eine Kugeloberfliche zu parametrisieren. Unser erster Versuch
fithrte zu
cos(t)
(t,u) — | sin(t)
sin(u)

mit t € [0,27] und u € [—7/2,7/2]. Das Resultat ist jedoch eine Zylinderoberflache.

l
\

L
L

Abbildung 6: Parametrisierter Zylinder

Dies liegt daran, dass der Radius des Kreises, welcher auf der x-y-Ebene liegt, bei
uns fest ist, bei der Kugel jedoch natiirlich abhéngig vom 2. Parameter variiert.
cos(t) - cos(u)
(t,u) — | sin(¢) - cos(u) | mit ¢ € [0;27] und u € [7/2,7/2]
sin(u)
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Mithilfe einer Dreh-Matrix sind wir auf eine 2. Moglichkeit gekommen, die Kugelo-
berflache darzustellen.
Dabei drehen wir einen in der x-z-Ebene liegenden Halbkreis um die z-Achse.

Die Anderung der kanonischen Einheitsvektoren ist im Folgenden beschrieben:

cos(v) — sin(v) 0
ep+— €1 := | sin(v) | ,ea — €3 := | cos(v) |,esr—é3:= [0
0 0 1

Die Drehmatrix ist dann: u(éy, é;, €3)

cos(u)
Halbkreis: Gg = 0
sin(u)

Nun muss der Graph, welcher den Halbkreis auf der x-z-Ebene darstellt, rotieren
bzw. mit der Drehmatrix multipliziert werden.

cos(v) —sin(v) 0 cos(u)
p-Gyg = | sin(v) cos(v) O] - 0
0 0 1 sin(u)
cos(v) - cos(u) — sin(v) - 0+ 0 - sin(u) cos(u) - cos(v)
= | sin(v) - cos(u) + cos(v) - 0+ 0 sm(u cos(u sm(v)
0-cos(u)+0-0+1-sin(u sin(u)
cos(u) - cos(v)
Die Kugeloberflache ist also | cos(u ) sm(v)
sin(u)

Ableiten kann man die Koordinatenfunktionen der Fliache, indem man partiell ablei-
tet, d.h. ein Parameter wird als Konstante betrachtet und nach dem anderen Para-
meter wird abgeleitet:

Definition 3.1 Fiir eine Funktion g: 1 X J CR xR — R
(u,v) — g(u,v) bezeichnet man mit

g(u—f—h,v) —g(u,v)

g(u,v—i—h) —g(u,v)
h

die partielle Ableitung in u- bzw. v-Richtung, sofern der Limes existiert.

9 — i
gud (U, v) = lim

o .
= =1
gu9(u,v) = lim

Probleme konnen auftreten, wenn die Fliache einen ,spitzen Gipfel“ hat. Die Ablei-
tung an einem bestimmten Punkt spannt unter gewissen Voraussetzungen eine Ebene
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Abbildung 7: Kugeloberfliche

auf, welche durch die Bilder der Einheitsvektoren zu jedem Punkt (u, v) beschrieben
werden kann. Dazu wurde das sogenannte , Totale Differential”“ eingefiihrt. Es hat
folgende Form:
ah h
Df =\ g:f2 7/
suls ools

Die bekannten partiellen Ableitungen ergeben sich durch Multiplikation mit den Ein-

heitsvektoren e; = ((1]) ,ey = ((1])

0
701w = Dfi., €1

und

0
Fo o) = D - €2

4 Von parametrisierten Flachen zur Schwarz’schen
Laterne

Um eine parametrisierte Flache zu diskretisieren (damit sie etwa mit dem Compu-
ter visualisiert werden kann), wird die Fliche in der Regel trianguliert, d.h. durch
Dreiecke angenahert. Im Folgenden wird die Triangulierung an einem Kreiszylinder
verdeutlicht. Der Zylinder wird im ersten Schritt in k gleich hohe Scheiben mit Ho6-
he H/k zerlegt, wobei H die Gesamthohe angibt. Die Kreisflache jeder Scheibe wird

104



(a) diskretisierter Zylinder (b) Schwarz’ Laterne

Abbildung 8: Diskretisierung von Flachen durch Triangulierung

dann mit einem regelméfigen n-Eck angendhert. Schliefslich werden die Eckpunkte
der n-Ecke mit Dreiecken verbunden.

4.1 Die Schwarz’sche Laterne

Die Schwarz’sche Laterne, benannt nach dem Mathematiker Schwarz, geht von einer
weiteren Methode zur Annédherung eines Zylinders aus und zeigt dabei ein verbliiffen-
des Resultat. Der Unterschied zur ersten Vorgehensweise besteht in der Anordnung
der n-Ecke untereinander: Die regelméfigen Vielecke stehen diesmal verdreht zuein-
ander.

4.2 Mantelflache der Schwarz’schen Laterne

Die Besonderheit der Figur entsteht bei Annéherung der diskreten Dreiecke zu einem
runden Kreiszylinder, welche auf zwei Wege erreicht werden kann. Zum einen kann
die Anzahl k der Scheiben gegen unendlich divergieren, andererseits kann auch die
Eckenzahl jedes n-Ecks divergieren.

Gegeben:

e k Anzahl der Scheiben
e n Anzahl der Ecken jedes Vielecks
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e [ Hohe des Zylinders

In jeder der k Scheiben befinden sich 2n kongruente Dreiecke; der Flacheninhalt jedes
Dreiecks lasst sich mit % - Grundseite g-Hohe h berechnen. Die Grundseite entspricht
der Lénge einer Seite eines regelméfigen n-Ecks, ausgedriickt als:

g = 2rsin(7/n).
Der Satz des Pythagoras liefert nun die Hohe h des Dreiecks. Wéhrend das eine
Vieleck mit einer Ecke die Kreislinie auf dem Zylinder beriihrt, beschreibt die dariiber

liegende Kante eine Sehne des dariiberliegenden Bogens. Der Abstand b dieser Sehne
zur Kreislinie ergibt sich zu:

b=r(1—cos(r/n)).

Somit gilt fiir die Hohe des Dreiecks:

h= /2 + (H/k)? = \/r2(1 — cos(r/n))2 + (H/k)2.

Man berechnet die gesamte Mantelflache zu:

Azyiinder = 20k - rsin(m/n) - \/r2(1 — cos(m/n))% + (H/k)2.

Fiir £ — oo lauft die Mantelflache gegen oo, da der Term im Wurzelargument gegen
einen festen Wert konvergiert, wiahrend der Faktor vor der Wurzel gegen oo divergiert.

Im Gegensatz dazu konvergiert die Mantelfliche Azyinger gegen den Flécheninhalt
des angenéherten Zylinders. Mit der Regel von de L’Hospital gilt:

lim n-sin(n/n) =7

n—oo

lim r*(1 — cos(w/n))* + (H/k)* = (H/k)*

n—oo

Sogar fiir den Fall, dass beide Variablen gegen oo laufen, wobei k langsamer gegen
oo strebt als n?, in O - Notation geschrieben als k € o(n?).

Beweis:

Man definiert sich die Abhéngigkeit von k zu n mit k(n) und schétzt das Wachstum
von dieser Funktion ab. Da

2rnk(n) sjn(yr/n)\/rz(l —cos(m/n))? + (%)

= 2rnsin(m/n)\/r2k(n)2(1 — cos(n/n))2 + H2
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gilt, folgt:

lim ki(n)(1 — cos(r/n)) = lim k(n)(~ Y (‘??z(i)%) < lim K(n)5

n—o0 n—o00 -
=1

Der letzte Grenzwert ist genau dann Null, wenn k(n) € o(n?). Damit gilt

lim +/72k(n)2(1 — cos(w/n))2 + H2 = H

n—oo

und damit konvergiert

lim 2rnk(n)sin(r/n)y/r2(1 — cos(H/k))? + (H/k(n))? = 2rrH.

n—oo

5 Bilderverzerrung

Zu einer der Anwendungen im Bereich der diskreten Geometrie gehort die Bildver-
arbeitung. Hier im speziellen betrachten wir die Verzerrung von dergleichen. Bilder
bestehen je nach Auflosung aus einer bestimmten Anzahl an Bildpunkten (Pixel).
Wir wollen mit unserer Methode einige dieser Punkte zu Kontrollpunkten bestim-
men. Diese konnen zum Beispiel per Maus verschoben werden. Die anderen Bildpunk-
te rundherum sollen daraufthin "glatt"mit verzerrt werden. Die anderen unbewegten
Kontrollpunkte jedoch sollen so beibehalten werden, wie sie sind.

5.1 Normen

Fiir diese Methode miissen wir uns vorerst klar dariiber werden, wie wir Langen mes-
sen oder Abstédnde definieren. Als Beispiel sei hier der Abstand iiber den Pythagoras
erwahnt

V(@ —22)% + (1 — 12)°

Wir erwarten von den Liangenmessungsarten folgende Eigenschaften:

(A) Abstand(P;Q)=0= P =Q

(B) Abstand(P;Q) < Abstand(P; R) + Abstand(R; Q)

(C) Skalierbarkeit: Abstand(sP;sQ) = |s| * Abstand(P;Q),

aufterdem sollten die Léangen stets nicht negativ sein.

Das gleiche kénnen wir auch fiir den Vektor zwischen den Punkten formulieren.
Eine Langenmessung, die diese Eigenschaften erfiillt, nennen wir Norm. Neben dem
oben benannten euklidischen Abstand sei an dieser Stelle noch eine weitere Norm
vorgestellt:
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Die Manhattan-Norm

Bezogen auf die rechtwinklige Siedlungsstruktur des Ortsteils von NewYork ist der
Abstand zweier Punkte nicht unbedingt die direkte Streckenlénge zwischen ihnen
(wie beim euklidischen), sondern die Summe aus x-Abstand und y-Abstand:

()= (&) I =1P= @l + 17 - @l

5.2 ,Energie‘~-Funktionen

Fiir unsere "Glattheit" brauchen wir nun eine bestmogliche Approximation (Anné-
herung). Hierzu verwenden wir sogenannte Energiefunktionen E(x) = ||x — z||, deren
Begriff aus der Physik vielleicht bekannt ist. Hiervon versuchen wir das Minimum zu
erreichen. z ist hierbei das Objekt, z.B. ein Punkt, zu dem der kiirzeste Normabstand
gesucht wird. Das merken wir uns am besten erst einmal.

5.3 Die Abbildung

Wiéhrend wir die Kontrollpunkte durch eine affine Abbildung (also Spiegelung, Ro-
tation und Translation) verschieben, miissen wir auch fiir jeden anderen Punkt eine
Abbildung finden, die dann diesen Punkt "glatt" mitverzerrt. Wir nennen diese ein-
fach mal «, fiir jeden der Punkte. Diese sollte auch affin sein, denn diese sind ganz
nett durch Matrizen und Vektoren beschreibbar:

U\ _ [a b . Ve + e
Uu,)] \c d Vy ty)’
wobei U der neue Bildpunkt und V der vergangene, die abcd-Matrix fiir Rotation

und Spiegelung und das additive t fiir die Verschiebung verantwortlich ist.

Um nun eine schon "glatte" Abbildung zu finden, suchen wir das Minimum folgender
Energiefunktion:

B(a) = 3 G+ [lau(P) - Qi

mit «, auf P; (die Ausgangskontrollpunkte) angewendet, @); als die wirklich ab-
gebildeten Kontrollpunkte und G als Gewicht fiir die Beibehaltung unverdnderter
Kontrollpunkte. Fiir G gibt es folgende Mdoglichkeit:

G mit ¢ > 1

RIEEEE
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Sollte x nun ein P; sein, wird G unendlich grofs. Zur Minimierung der Energiefunktion
muss also ap,(P;) — Q; = 0 sein. Das heifit ap, bildet P; wieder auf @; ab, was wir
erreichen wollten.

Wir kénnen nun ein Minimum der Energiefunktion ermitteln. Dies ist auf Dauer
beziehungsweise bei komplizierten Normen kein Zuckerschlecken, aber es funktioniert.
Wir kénnen allerdings etwas Beschleunigung in unser System bringen.

5.4 Gitternetz

Wir nutzen die Moglichkeit eines Gitternetzes, um weniger Abbildungen aus Energie-
funktionen herleiten zu miissen. Im Grunde suchen wir jetzt nur noch das Minimum
der Abbildungsenergiefunktionen fiir die Gitternetzpunkte. Alle Punkte auf den Git-
ternetzlinien werden durch die zwei jeweiligen Eckpunkte der Strecke interpoliert. Die
restlichen Punkte kénnen ebenso ihre Abbildung durch die Interpolation mit entwe-
der den vertikalen oder horizontalen Gitternetzlinienpunkten bekommen.

Die Interpolation lauft dann wie folgt:

a; b d az by
C1 d1 un Cy d2

fiir die zwei Punkte mit bereits berechneter Abbildung, dann folgt fiir den Punkt,
der im Verhéltnis ¢ € [0; 1] dazwischen liegt:

txay+(1—t)xay txb+ (1 —1)*by
t*61+<1_t)*02 t*d1+(1—t)*d2 '

Diese Interpolation ist natiirlich schneller, allerdings auch nicht so genau, aber wer
braucht bei Approximation schon Genauigkeit? :). Umso feiner das Gitter ist, umso
genauer wird die "glatte" Verzerrung, umso hoher ist allerdings auch die benétigte
Rechenleistung.

Als Anwendung der diskreten Geometrie ist dies weniger ein Visualisierungsversuch,
sondern ein schones Beispiel zur Bearbeitung beziehungsweise zur Manipulation von
Bildern und macht Lust auf mehr...

6 Quellen

S. Schaefer, T. McPhail, J. Warren, Image deformation Using Moving Least Squares,
ACM SIGGRAPH 2006, 533-540.
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Unsere Gruppe untersuchte die rationalen Zahlen Q auf geometrische Weise. Es mag
iiberraschen sich eine Woche lang mit Briichen zu beschéftigen, von denen man meint,
alles in der Sekundarstufe I bereits gelernt zu haben. Wie der Bericht jedoch zeigt,
ermoglicht eine geometrische Deutung der Briiche ein tieferes Verstdndnis ihrer Ei-
genschaften und einen einfachen, anschaulichen Zugang zur elementaren Zahlentheo-
rie. Anhand der Originalarbeiten von Pick und Ford studierten wir das Wechselspiel
zwischen geometrischer und arithmetischer Interpretation der Briiche. Die Ergebnisse
ermoglichten uns u.a. lineare diophantische Gleichungen zu l6sen und die Berechnung
der Kettenbriiche geometrisch zu verstehen.
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1 Gitter und der Satz von Pick

Der Satz von Pick und die Theorie der Gitter sind einfache aber niitzliche Hilfsmit-
tel um Briiche und deren Eigenschaften geeignet zu visualisieren und geometrisch
darzustellen.

Definition:

Ein Gitter wird durch die dquidistante Parallelverschiebung in Richtung zweier Ge-
raden, die sich in einem Punkt schneiden, um zwei feste, nicht notwendigerweise
gleiche, diskrete Werte erzeugt. Diese parallelen Geraden bezeichnet man als Haupt-
gitterstrahlen, deren Schnittpunkte wir Gitterpunkte nennen. Gitterpolyone sind Po-
lygone, deren Ecken auf Gitterpunkten liegen. Wir definieren als Flachengrundein-
heit A des Gitters die Fliche des Parallelogramms, welches durch den Ursprung
und seine Verbindung mit den néchsten Gitterpunkten auf den erzeugenden Geraden
aufgespannt wird.

Abbildung 1: Beispiele zweier Gitter.

Satz:
Die Fliche eines (nicht notwendigerweise konvexen) Polygons P C R? mit Gitter-
punkten als Ecken ist durch

AP) =i+ 21
2
gegeben, wobei i die Anzahl der inneren Gitterpunkte und u die Anzahl der Rand-

punkte ist.

Beweis:
Fiir ein Gitterpolygon P definieren wir die Gitterpunktzahl des Polygons als:

G(P):z’+%—1
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Wir zerschneiden das Polygon durch das Verbinden zweier Randpunkte, sodass zwei
neue Polygone entstehen und definieren ¢ als Anzahl der Gitterpunkte, welche zwi-
schen den beiden Randpunkten auf der Verbindungsgeraden liegen. Wir zeigen nun,

Abbildung 2: Die Zerlegung eines Gitterpolygons P in zwei Teilpolygone P, und P,.
dass sich die Gitterpunktzahl additiv verhalt, d.h. das gilt:

G(P) = G(P)+G(R)
Die Gitterpunktzahl der beiden Teilpolygone ist:

G(P) = ¢1+%—1

G(P) = ip+ 5 —1

Weiter berechnet sich:
1 = 41+i3+90

u = U1+U2—2'(5—2
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Also gilt:
G(P) :i+g—1

U1+UQ

= Q1 +ix+0+ —0-2

. u X u
=u+§—uw+§—1
= G(P)+G(R)

Den Fldcheninhalt eines Hauptgitterpolygons Py, dessen Seiten parallel zu den Haupt-
gitterstrahlen sind, konnen wir nun iiber ein ganzzahliges Vielfaches der Fléachenein-
heit ausdriicken. Fiir die Gitterpunktzahl G der Flachengrundeinheit mit i=0 und
u=4 folgt:

GG=¢+g—1:1:AG

Demnach folgt fiir den Fléacheninhalt eines Hauptgitterpolynoms Ppy:

L] L] L] L] L] L] L] L]
° ————y————
r ! -
| ! !
| | !
| ! !
. ' ¢ ¢
| ! !
| 1 1
' ! !
' | '
. | +
| ! !
| 1 1
1 ! H
3 + [ ¢
1
N 1
' |
. R, 4
L] L] L] L] L] L] L] L]

Abbildung 3: Die Fliche eines beliebigen Gitterpolynoms wurde mittels Dreiecke so
erganzt, dass die Flachenberechnung auf die Flachenberechnung von Hauptgitterpo-
lygonen hinauslauft.

Nun ist die Fldche eines beliebigen Gitterpolynoms so zu ergédnzen, dass die Figur
nur von Hauptgitterstrahlen begrenzt wird, indem man iiber allen Seiten die nicht
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schon Hauptgitterstrahlen sind, Dreiecke konstruiert, deren andere Seiten Hauptgit-
terstrahlen sind. Diese Seiten, die nicht Hauptgitterstrahlen sind, kénnen somit als
Diagonalen von Parallelogrammen, deren Flécheninhalt dem Doppelten des Fliachen-
inhalts des ergénzenden Dreiecks entspricht, aufgefasst werden. Daraus folgt, dass
die Gitterpunktzahl der durch Dreiecke erweiterten Figur gleich dessen Flichenin-
halt und somit auch fiir das urspriingliche Gitterpolygon die Gitterpunktzahl gleich
dem Flacheninhalt ist.

Der Satz von Pick wird im folgenden dazu verwendet, die Haupteigenschaft einer
fundamentalen Folge von Briichen, der Farey-Folge, zu beweisen.

2 Farey-Folgen

Der Geologe J. Farey schrieb im Jahr 1816 an das Philosophical Magazine einen Brief,
in dem er von einer erstaunlichen Eigenschaft der Briiche berichtete [1]. Er war im
Laufe seiner Arbeiten auf ein mathematisches Phinomen gestoften, dass er sich nicht
erkldren konnte:

If all the possible vulgar fractions of different values, whose greatest denominator
(when in their lowest terms) does not exceed any given number, be arranged in the
order of their values, or quotients; then if both the numerator and the denominator
of any fraction therein, be added to the numerator and the denominator, respec-
tively, of the fraction next but one to it (on either side), the sums will give the
fraction next to it; although, perhaps, not in its lowest terms. For example, if 5 be
the greatest denominator given; then are all the possible fractions, when arranged,
1/5,1/4,1/3,2/5,1/2,3/5,2/3,3/4, and 4/5; taking 1/3, as the given fraction, we ha-
ve (1+1)/(5+3) = 2/8 = 1/4 the next smaller fraction than 1/3; or (14+1)/(3+2) =
2/5, the next larger fraction to 1/3. Again, if 99 be the largest denominator, then, in
a part of the arranged Table, we should have 15/52,28/97,13/45,24/83,11/38, etc.;
and if the third of these fractions be given, we have (154 13)/(52 + 45) = 28/97 the
second: or (13 + 11)/(45 + 38) = 24/83 the fourth of them: and so in all the other
cases. I am not acquainted, whether this curious property of vulgar fractions has been
before pointed out; or whether it may admit of any easy or general demonstration;
which are points on which I should be glad to learn the sentiments of some of your
mathematical readers; and am Sir, Your obedient humble servant, J. Farey.

Er erhoffte sich, dass ein Leser des Magazins seine Vermutungen beweisen konnte.
Cauchy fand in der Tat bald einen Beweis und benannte die Folgen nach Farey. Im
Folgenden werden wir nun auf die Definition und die Haupteigenschaften der Farey-
Folgen eingehen.

22



Definition:
Eine Farey-Folge der Ordnung n ist die aufsteigende Folge der unkiirzbaren Briiche
zwischen 0 und 1 mit Nenner < n.

Definition:

Der Mediant zweier Briiche %,(—3 mit positiven Nennern ist der Bruch Zi;

Satz:

Ist 7 < 7 so liegt der Mediant genau zwischen diesen Briichen, d.h. es gilt:

b b+d d
Beweis:
a _ ¢
b d
& a-d < b-c
1. & a-d> < b-c-d
s a-d*>+a-b-d < b-c-d+a-b-d
& a-d-(b+d) < b-d-(a+c)
2. & a-b-d < b-c
< a-b-d+b-c-d < b-c-(b+d)
& b-d-(a+c) < b-c-(b+d)

Aus 1. und 2. folgt:

a+c
b+d

= <

< a-d-(b+d) < b-d-(a+c) < b-c-(b+d)
a c
— < J—
b d
Die Medianteneigenschaft hat eine einfache geometrische Deutung: wir ordnen den
a c
Briichen 7 bzw. pi die Punkte Uy = (b;a) bzw. Uy = B(d; ¢) des Fundamentalgitters

a-+c
b+d

zu. Der Mediant
Ui + Us.

entspricht dann der Diagonalen des Additionsparallelogramms
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Ut+U2

Satz (Haupteigenschaften der Farey-Folgen):

I. Fiir zwei aufeinanderfolgende Briiche %, ¢ € 5, gilt:

d
|bc — ad| = 1. (1)
.. . . . ax c .
II. Fiir drei aufeinanderfolgende Briiche 7nd € §, gilt:
Yy
a—+c
g 2
y b+d )
Bemerkung:
Hauptsatz I. und Hauptsatz II. sind aquivalent.
Beweis: 0z c
[ = II) Seien —, —, — € §,, drei aufeinanderfolgende Briiche beliebig gewihlt. Nach
b d
Y
1. gilt:

br —ay=1N cy—xd=1
= z(b+d)=yla+c)

x a—+c
y b+d

(IT = I) beweisen wir durch Induktion.

Der 2. Satz gilt fiir alle Farey-Folgen der Ordnung n € N.
Induktionsanfang: n=1[1-1—1-0| =1 — 1. gilt fiir Fy
Induktionsschritt:

Induktionsannahme: 1. gilt fiir §,,

I

Induktionsbehauptung: 1. gilt auch fir §,. Beweis : Seien drei beliebige

< |8
Ul o

a/.
b )
benachbarte Briiche der Farey-Folge §,.
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x a-—+c
Nach 2. gilt: — = )
ac gl ” b d

Also sind % und Zi;

|b-(a+c)—a-(b+d)| = |ba+ bc—ab— ad| = |bc— ad|

zwel benachbarte Briiche.

Nach der Induktionsannahme gilt:
lbc —ad|=1—|b-(a+c¢c)—a-(b+d)| =1

— 1. gilt auch fiir §,

Fiir den Beweis der Haupteigenschaften reicht es also, zu beweisen, dass eine Eigen-
schaft gilt, da sie dquivalent sind. Wir beweisen die erste Eigenschaft geometrisch.

A
Bdo

N

P

A(b,a)

N
M

Seien % und g sind zwei benachbarte Briiche der Farey-Folge §,. Wir ordnen den

Briichen % bzw. 2 die Punkte A(b;a) bzw. B(d;c) des Fundamentalgitters zu und
bekommen ein Dreieck AAOB. Im Inneren des Dreiecks AAQOB konnen keine weitere
Gitterpunkte liegen, da % und 2 benachbarte Briiche sind.

Auf OB und OA konnen auch keine weitere Gitterpunkte liegen, da die Briiche der

Farey-Folge unkiirzbar sind. Also kénnen wir den Flédcheninhalt des Dreiecks AAOB
mit dem Satz von Pick wie folgt berechnen:

A(AAOB):OJrg—l:%
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Abbildung 4: Die den Briichen der Farey-Folge F5 zugeordneten Ursprungsgeraden.
Beachte, dass der Ordnung der Farey-Folge nach Groéfse der Ordnung der Ursprungs-
geraden nach aufsteigender Steigung entspricht.

Wir konnen aufserdem diesen Fléacheninhalt auch analytisch berechnen:
A(ANAOB) = A(OMNPO) — A(ABNA) — A(AAMO) — A(APBO)

1 1 1
= ]b-c—5-(c—a)~(b—d)—§~ab—§-cd]

= - |bc — ad

Also folgt:
A(AAOB) = * - be — ad| = *
2 2
= |bc —ad| =1 (g.e.d)

Die Haupteigenschaften der Farey-Folgen sind wichtige Hilfsmittel um die Gréfe von
Briichen miteinander zu vergleichen ohne sie auszurechnen zu miissen.

Beispiel
Welcher Bruch ist grofier:
1000 + 1 100% +1
= ————oder B=—v9——7"
10090 + 1 10089 4 1
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3 Lineare diophantische Gleichungen

Eine lineare Gleichung 152+ 17y = 1 beschreibt eine Gerade in der Euklidischen Ebe-
ne. Gibt es Punkte mit ganzzahligen Koordinaten, die auf dieser Geraden liegen? Zur
praktischen Berechnung haben wir das Eulersche Reduktionsverfahren eingefiihrt.
Hier stellen wir nur kurz den zahlentheoretischen Haupteigenschaften zusammen.

Satz: Die lineare diophantische Gleichung der Form
ar +by =1 (3)

mit a;b € N und gg7'(a;b) = 1 ist immer ganzzahlig 16sbar.

Beweis: 0.B.d.A. gilt: 0 <a <b = % <1 (1)

Aus ggT(a;b) = 1 folgt, dass % unkiirzbar ist . (2)

Aus (1) und (2) schlussfolgern wir, dass der Bruch % in der Farey-Folge der Ordnung
b ( also §p) liegen muss.

h h
Daraus folgt, dass es einen benachbarten Bruch — € Fj, existiert mit: PR

Nach der Eigenschaft 1. der Farey Folge gilt also: ak —bh =1
Also bekommen wir folgende Losungen fiir (3): = =k und y = —h.

> Q

Folgerung: Die allgemeine lineare diophantische Gleichung der Form ax + by = ¢
mit a;b € N und gg7'(a;b) = 1 ist ganzzahlig 16sbar.

Begriindung: Sei xy yg € Z die Losung fiir die Gleichung (*), also axg + byo=1.
Dann ist x=xg - ¢ und y=y - ¢ eine mogliche Losung fiir die Gleichung ax + by = c.

Fiir den folgenden Satz bendtigen wir das fundamentale

Lemma von Euklid:
Falls ggT'(a;b) = 1 und a teilt das Produkt b - ¢, so muss a die Zahl ¢ teilen.

Bezeichnung: z teilt y schreiben wir als z|y.

Beweis:

Da ggT(a;b) = 1 hat az + by = 1 nach obigem Satz eine ganzzahlige Losung x,y.
Dann gilt acx + bcy = ¢ und da b- ¢ ein Vielfaches von a ist, konnen wir das Produkt
in der Form b- ¢ = a - d schreiben. Ersetzen wir dies in acx + bcy = ¢ so erhalten wir
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aczr + ady = ¢, woraus ersichtlich ist, dass alc.

Mithilfe dieses Lemmas von Euklid kénnen wir alle Losungen von ax + by = 1 be-
stimmen:

Satz:

Sei ggT'(a;b) = 1, dann haben alle Losungen der ax + by = 1 die Form:
T =x0 — bt

und
Y =1Yo + Clt,

wobei zg, Yo eine beliebige Losung von (3) und ¢t € Z ist.

Beweis:
Einfaches Einsetzen zeigt, dass = xo— bt und y = yo + at Losungen von ax +by = 1
sind. Das auch alle Losungen diese Form haben zeigt man wie folgt:

sei x,y eine weitere ganzzahlige Losungen fiir ax + by = 1. Dann folgt:
a-xro+b-yy = a-x+b-y = 1
=  a-(r—1x0) = —b@—yo)
Aber ggt(a,b) = 1 impliziert nach Euklids Lemma, dass a|(y —yo), also a-t = y — yo.
Damit folgt aber sofort: —b-t = x — x.

4 Kettenbriche

Ein grofes Problem der Mathematik war lange Zeit die rationale Approximation von
irrationalen Zahlen und Briichen mit grofen Nennern. Mit Hilfe von Kettenbriichen
ist dies moglich. Schon im alten Griechenland entdeckte Euklid eine Methode, die
Grundlage fiir die Erstellung der Kettenbriiche ist:

Euklidischer Algorithmus

Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers der Zahlen x,y € N mit y > x:

Yy = a1-r+nr
T = a9 11+
T = a3-To+ T3
Tn41 = ap - T +0
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Dann ist der ggT'(z,y) = r,. Uber diesen Algorithmus kommen wir auch zur Ketten-
bruchdarstellung;:

Sei x € Ry und ay der ganzzahlige Anteil von z. Dann ist
& = ag + 1o, (4)

wobei 0 < ry < 1 ist. Ist 79 # 0 so kénnen wir

1
— =a;+7n (5)
To
berechnen, wobei wieder 0 < r; < 1 ist und so fort. Wir erhalten durch Zusammen-
setzung der einzelnen Ausdriicke dann die regelmaéssige Kettenbruchentwicklung von

x:
1
xr = [ag; a1, as, as, ...| ‘= ap + T (6)

a + 1
as +
as + ...

Die Glieder a; heiken die Teil- oder Partialnenner der Kettenbruchentwicklung
von z. Berechnet man die Kettenbruchentwicklung bis zum i-ten Partialbruch, so
heifen die entstehenden gekiirzten Briiche P;/Q; die (Haupt-)Konvergenten von
x:

Fo Qg
Qv 1’
Py 1
@ =ag+ a_l = [ao,al],
b
@ = lao; a, as, as, ..., ag).
Es gilt:
Satz:

1. Fir k£ > 1 gilt:

Py = apyr - P+ P
Qrt1 = Qg1 - Qp + Qr—1.

2. (Determinantensatz der Kettenbriiche)
Fiir £ > 0 gilt:

Py Qi1 — Pror1 - Qp = (D",
Beweis: siche Ford [2].
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Beispiel:
Der Goldener Schnitt 7 = @ hat die Kettenbruchentwicklung
T=[1;1,1,1,1,1,1,1,..]

r=[1;1,1,1,1,1,1,..] = : (7)
1+ H—l

14 ..
mit den Konvergenten Fj.,/F}, wobei F} die k-te Fibonacci-Zahl ist.

Mit Hilfe der Kettenbruchdarstellung kann jede reelle Zahl dargestellt und approxi-
miert werden.

Beispiel:

Bei der Erstellung des Kalenders ergibt sich die Frage, wie stark dieser von dem
astronomischen Jahr abweicht und wie man die Anzahl der Schalttage berechnet.
Pro Jahr ergibt sich eine Abweichung F = 28443 Tagen  Als Kettenbruch dargestellt

200000
ergibt sich:
F = [0:4,7,1,3, ... |
Daraus folgen die Konvergenten:
F ~ 0; 1; 1; é;
4729 33

Der Julianische Kalender(46 v.Chr.) fithrt alle 4 Jahre ein Schaltjahr ein, entspre-

chend der Approxiation 1. Der Persisches Kalender(1079 n.Chr.) arbeitet mit 8

8
Schalttagen alle 33 Jahre, benutzt also die genauere Approximation 33

Geometrische Deutung des Kettenbruchalgorithmus (nach Felix Klein,
1907)

Sei G die Ursprungsgerade y=a- x. Die Menge der nédchsten Punkte von G ist die
Menge aller Punkte (p, q) € Z%, ¢ > 1, sodass fiir alle m;n € Z mit 0 < n < ¢ gilt:

dist{(q,p); G} < dist{(n,m); G} ,

wobei dist{A;B} den euklidischen Abstand zwischen den Punkten A und B bezeichne.
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Satz:

Gegeben sei eine Ursprungsgerade G und zwei Punkte Uy, Us auf verschiedenen Sei-
ten von G.

Es gibt dann eine emdeutlge ganze Zahl, sodass entweder U, + al, auf G liegt oder
U, + al, und U, + ( )U2 auf verschiedenen Seiten von G liegen.

Der Punkt U1 + aU2 ist ndher an G als U; und falls U1 + aUQ nicht auf G liegt, so
ist (fl + a(jg auf derselben Seite von G wie Uj.

Ist (71 naher an G als [72, dann ist a = 0 , wahrend fiir den Fall das (fg naher oder
gleich nah an G ist wie U gilt a< 1.

Beweis:

Betrachtet wird die Ursprungsgerade G, die durch das Gitter der beiden erzeugenden
Vektoren U1 und Ug verlauft.

Falls d; < ds, so liegt U, + Uy auf der U, gegeniiberliegenden Seite von G = a = 0.
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Falls d; = ds, so liegt [jl + a@ auf G.

Falls d; > ds, so hegt (71 + a[72 auf derselben Seite wie U; und hat einen Abstand
von d; - ds ete. U1 + aU2 den Abstand d; adg
Allgemein gilt also: U, = anUp_1 + Up_o mit U_y = (1,0) und U, = (0,1).

5 Ford-Kreise

Die Ford-Kreise kénnen als "Landkarte"der rationalen Zahlen aufgefasst werden. Je-
dem irreduziblen Bruch p/q wird ein Ford-Kreis K wie folgt zugeordnet.

Definition:

Sei p/q ein irreduzibler Bruch. Der Ford-Kreis K(E) iiber £ ist der Kreis mit Mit-
q q

p 1 . 1
telpunkt M(=, — d Rad = —.
elpun (q, 2q2> und Radius r 2

Satz:

Sind £ und = zwei verschiedene Briiche, dann bertihren sich die zugehorigen Ford-

q
Kreise tangential oder sie sind disjunkt.

Beweis:
Betrachten wir die allgemeine Situation:

B
E
A D
/ \C
b P
1 Q

Abbildung 5: Die Abstandsberechnung zwischen zwei Ford-Kreisen (aus [2]).
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|AB?| = |BC?| + |AC?|

1 1

|AB?| = (@ - 5)2 + (TQQ N 2_612)2
[AB?| = (%gw + %@_ﬁ+%}4
A = oL o * 7

_—
(IAD| + |EBI)?
P
[ Fall: |pQ-qP|=1= K(E) und K(é) beriihren sich tangential
q

II. Fall : |pQ - qP| > 1 = Kreise sind disjunkt.

0/1 1/51/4 1/3 2/5 1/2 3/5 1/3 3/4 4/5 VAl

Abbildung 6: Die Ford-Kreise iiber der Farey-Folge §s.

Jeder Ford-Kreis wird von unendlich vielen Kreisen tangential beriihrt. Weiter zeigt
sich, dass die erste Haupteigenschaft der Farey-Folge nicht unbedingt nur fiir aufein-
ander folgende Briiche gilt.
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Am Beispiel
01112132341

3521;3;13?3;5;5;?1;3;1

erkennt man, dass 3 und 3 in §5 nicht aufeinander folgen, aber trotzdem gilt

2-2—-1-3=1.

Die Bedeutung der Ford-Kreise zeigt sich auch in der hierarchischen Anordnung der
Kreise. Angenommen man lasst eine Gerade y = ¢ sich durch stetiges verkleinern von
¢ der x-Achse parallel ndhern, so wiirde diese Gerade die Ford-Kreise {iber den Brii-
chen der Farey-Folgen nacheinander in ihrer hierarchischen Reihenfolge {1, Fo, ...}
schneiden. Weiter lassen sich auch die Losungen der diophantischen Gleichung

a-r+b-y==xl,a,be 2

mit gg7T(a,b) = 1 mithilfe der Ford-Kreise veranschaulichen. Diese werden durch die
den Ford-Kreis K (a) tangential beriihrenden Ford-Kreise représentiert.
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Im Rahmen des Projektes haben wir uns mit konvexen Mengen und konvexen Funktionen
im Raum R? beschiftigt. Innerhalb dieses Raumes haben wir Begriffe und Sachverhalte
erortert, die mit Konvexitéit im Zusammenhang stehen. Beispiele hierfiir sind die konvexe
Hiille einer beliebigen Teilmenge von R, konvexe Kombinationen von Punkten aus RY,
Polytope und Polyeder. Fiir konvexe Mengen haben wir einen Trennungssatz bewiesen und
mit dessen Hilfe gezeigt, dass jede abgeschlossene konvexe Teilmenge von R der Durch-
schnitt von abgeschlossenen Halbrdumen ist.

Nach der Betrachtung der konvexen Mengen haben wir uns konvexen Funktionen zuge-
wandt. Mit Hilfe von Epigraphen konnten wir Fragestellungen fiir konvexe Funktionen auf
die konvexen Mengen zuriickfithren. Aulerdem haben wir das Subdifferential von konvexen
Funktionen definiert und an konkreten Beispielen veranschaulicht. Das Subdifferential, eine
mehrdeutige Abbildung, lasst sich als ein Ersatz fiir die Ableitung von nicht iiberall dif-
ferenzierbaren konvexen Funktionen ansehen. Abschliefend haben wir komplexe Optimie-
rungsprobleme, mit denen man im Zusammenhang mit konvexen Mengen und Funktionen
konfrontiert werden kann, angedeutet und deren Losbarkeit nachgewiesen.



1 Konvexe Mengen

Der N-dimensionale Raum RY ist definiert als das N-fache kartesische Produkt der reellen
Zahlen mit sich selbst. Ein Punkt x dieses Raumes kann durch N Koordinaten z; bis xy
dargestellt werden:

r = (21,29,...,0n5) € RV,

Folgende Regeln sind fiir das Rechnen mit Punkten aus RY erklirt:
Sind z = (1,79, ...,2y5) und y = (y1,¥s, - . ., yn) zwei Punkte aus RY und ist ¢ eine reelle
Zahl, so setzt man

T4y = (v +y, 2+ Y2, TN T YN)

und
tr = (txy,txs, ... tey).

Definition 1 Eine Teilmenge E C RN Y heif$it konvex, wenn die Verbindungsstrecke von
je zwei Punkten x,y € E zu E gehort.

Eine Teilmenge £ C R! ist genau dann konvex, wenn E ein Intervall ist, denn die Ver-
bindungsstrecke von zwei Punkten aus dem Intervall liegt auch wieder in dem Intervall.
Beispiele fiir konvexe und nicht konvexe Teilmengen von R? zeigt die Abbildung 1.

E1 E4
E, . ; °
E3 E5

Abbildung 1: Ey, Es, E3 sind konvex, 4, F5 sind nicht konvex

Die leere Menge und alle einelementigen Mengen sind konvex, denn es existieren keine
zwei Punkte in diesen Mengen, somit miissen diese Mengen keine Bedingung erfiillen, um
konvex zu sein.

Satz 1 Der Durchschnitt beliebig vieler konvezer Teilmengen aus RY ist konvex.

Beweis:
Liegen x und y in allen beteiligten konvexen Teilmengen, so liegt die Verbindungsstrecke
auch in allen beteiligten konvexen Teilmengen und somit im Durchschnitt. [

1) E ¢ RN bedeutet, dass E eine Teilmenge von RY ist. E kann dabei auch gleich RY sein.
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Satz 2 Zu jeder Menge E C RY existiert eine kleinste konveze Menge, die E enthiilt.

Beweis:

Nach Satz 1 ist der Durchschnitt aller konvexen Mengen, die E enthalten, wieder konvex.
Dieser Durchschnitt ist gleich der kleinsten konvexen Menge, die F enthélt. Gébe es noch
eine kleinere konvexe Menge, die F enthilt, so wird mit ihr auch die Schnittmenge gebildet
und somit kann sie nicht kleiner sein als der Durchschnitt. [J

Definition 2 Die kleinste konvere Menge, die E enthdlt, wird konvexe Htille von E
genannt und mit conv(E) bezeichnet. Eine Teilmenge von RY wird Polytop genannt, wenn
sie die konveze Hiille einer endliche Teilmenge von RY ist.

Beispielsweise sind konvexe n-Ecke in R? Polytope, ebenso Quader, Tetraeder und Oktaeder
in R?. Dagegen sind Kreisscheiben und Kreiskegel zwar konvex, aber keine Polytope.

Definition 3 Man nennt einen Punkt r € RY konvexe Kombination de?;L Punkte

V1, .., U, aus RN wenn nicht negative Zahlen ty,...,t, mit der Eigenschaft > t; = 1
i=1

n
existieren, sodass x =Y t;v; gilt.
i=1

Satz 3 Ist E eine konvexe Teilmenge von RY, so gehiren zu E alle konvewen Kombina-
tionen von je endlich vielen Punkten vy, ..., v, aus E.

Beweis:

Der Beweis wird mit Hilfe der vollstéandigen Induktion gefiihrt. Fiir n = 1 ist die Behaup-
tung trivial. Nehmen wir nun an, dass die Behauptung fiir alle konvexen Kombinationen
von n — 1 Punkten gilt. Es sei

l’:zn:tﬂ)i, t; >0, zn:tlz]_, Ul,...,'UnEE.
i=1 i=1

Dann gilt
n—1
ti'UZ'
r=(1-1t, + t,U,.
=) 3
-, t; . . ot
Esist > = 1 und T—¢ > 0. Nach der Induktionsannahme gehort y := > - v;
i=0 L —1ln — 1y i=1 L —ln

zu E. Da auch v, zu E gehort und = = (1 —t,)y + t,v, Punkt der Verbindungsstrecke von
y und v, ist, gilt x € F. Somit ist die Induktion abgeschlossen. [J

Satz 4 Ist £ C RY beliebig, so ist die Menge K aller konvezen Kombinationen von je
endlich vielen Punkten von E konvez.



Beweis:
Es sei z,y € K. Es gelte etwa

n n n n

xzzrm, ri > 0, anl, yzzsm, s; 2> 0, Zsizl;

i=1 i=1 i=1 i=1

dabei seien vy, ..., v, Punkte von E. Wir konnen bei beiden Punkten x und y deshalb mit
den gleichen v; arbeiten, weil man auch “iiberfliissige” Punkte mit dem Koeffizienten 0
mitnehmen kann. Dann ist fiir ¢ € [0, 1]

n

(1—t)x+ty:Z((1—tn+ts Z:tvZ fir t; .= (1 —t)r; + ts;.

1=1

Offensichtlich ist ¢; > 0 und Zt =(1-1) Z T+t Z s; =1 —t+1t = 1. Folglich gehéren
-1
die Punkte (1 — t)x + ty fiir n E [0,1] zu K d h., K ist konvex. O

Folgerung 1 Die konveze Hiille conv(E) einer beliebigen Menge E C RY st gleich der
Menge alle konvexen Kombinationen von Punkten aus E.

Beweis:

Nach Satz 3 muss conv(F) als konvexe Menge die Menge K der konvexen Kombinationen
von Punkten aus F enthalten. Nach Satz 4 ist K konvex und daher conv(E) als kleinste
konvexe Menge, die F enthélt, in K enthalten.

Fir x = (21,22, .. ., 2n), ¥ = (Y1, %2, - . ., yn) € RY definiert man das Skalarprodukt z -y
und den Betrag |z| durch die Vorschriften

1
N N 3
Ty = Zmiyi, x| == V2 -z = (Z xf) : (1)
i=1 =1

Der Betrag |z| ist der Abstand des Punktes x vom Nullpunkt bzw. die Lange des Vektors z.
Fir N = 1,2, 3 ist das mit dem Satz des Pythagoras zu begriinden, fiir groflere N ist das
als Definition des Abstands anzusehen.

Das Skalarprodukt z - y ist symmetrisch in z und y, d. h., es gilt y - = = - y. Der Wert
x -y héngt sowohl von x als auch von y linear ab, d. h., es ist

(z+& -y=v-y+&y, z-(y+n)=z-y+x-n (z)-y=x-(ty)=tlx-y) (2)

fiir beliebige z,y,&,n € RY und ¢t € R. Den Nullpunkt von RY bezeichnen wir wie die Zahl
Null mit 0. Welche Bedeutung das Symbol 0 jeweils hat, wird aus dem Zusammenhang
hervorgehen. Gilt fiir z,y € RY die Beziehung z -y = 0, so ist

ly—zP=Wy—2z)-(y—2)=y-y—y-z—z-y+a-z=y’+|zf,

d. h., in dem Dreieck, das von z, (y — x) und y gebildet wird, gilt ein Analogon des Satzes
von Pythagoras. Deshalb werden Vektoren z,y € R, fiir die # - y = 0 ist, zueinander
senkrecht oder zueinander orthogonal genannt.
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Hilfssatz Fiir belicbige x,y € RY gilt

z -y < |zllyl. (3)
Beweis: .
iir y = 0 ist die Behauptung trivial. Es sei nun y und t := W ann is
Fi 0 ist die Behauptung (3) trivial. Es sei 0 und ¢ Y Dann ist
Yy
Y L2
0< oty = (5 —ty) (r—ty) =25 —a-y+ Ly y= o2 — 2 Y @)

ly[? ly[?
Folglich ist 0 < |z|?|y|? — (z - y)?, d. h., es gilt die Ungleichung (3). O
Die Beziehung (3) nennt man Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.

Fiir beliebige z,y € RY ergibt sich unter Benutzung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
[z +ylP=(z+y) (@+y) =z +22-y+ |y’ < (Jz| +|y])*. Folglich ist

|z +y| < |z| + |y| fiir beliebige x,y € RY. (4)
Die Ungleichung (4) bezeichnet man als Dreiecksungleichung.

Die Menge
B,(&) ={aeRY;|a— ¢ <r} (5)

wird Kugel in RV genannt mit dem Mittelpunkt ¢ und dem Radius r. Existiert zu einem
Punkt £ € E ein r > 0, sodass B,(§) C F gilt, so wird ¢ innerer Punkt von E genannt.

Es sei 7, = (¥p1, Tpo, . .., Tpn) fiir n € N eine Folge von Punkten im RY. Die Folge (z,,)
heifit konvergent gegen £ = (&;,...,&y), falls lim |z, — £| = 0 gilt. Dies ist der Fall,

wenn die Folge koordinatenweise konvergiert. Es muss somit fiir alle ¢ = 1,..., N gelten
Die Folge (z,) heit Cauchyfolge, wenn lim |z, — z,| = 0 ist. Jede Cauchyfolge in
RY besitzt einen Grenzwert. Das folgt daraus, dass eine Folge (z,) im RY genau dann
Cauchyfolge ist, wenn die Koordinatenfolgen (x,;) (i = 1,..., N) Cauchyfolgen reeller

Zahlen sind.

Definition 4 Fine Menge E C RN heifit abgeschlossen, wenn fiir jede konvergente Folge
(z,) aus E deren Grenzwert lim z, auch in E liegt. Eine Menge E C RN heifit offen,

n—oo

wenn jeder Punkt & € E innerer Punkt von E ist.

Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen in R ist abgeschlossen. Zu jeder
Menge £ C RY gibt es eine kleinste abgeschlossene Teilmenge und eine kleinste abgeschlos-
sene, konvexe Teilmenge von RY, die £ enthiilt. Die erste nennt man die abgeschlossene
Hiille von E, und man bezeichnet sie meist mit £. Die zweite nennt man die abgeschlos-
sene konvexe Hiille von F, und man bezeichnet sie meist mit conv(E). Zur Begriindung
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kann man wie bei der konvexen Hiille argumentieren (vgl. die Aussagen und Beweise von
Satz 1 und Satz 2).

Man kann beweisen, dass die abgeschlossene Hiille einer konvexen Menge 2 C RY ebenfalls
konvex ist. Polytope sind stets abgeschlossen. Das kann man mit Hilfe von Folgerung 1
beweisen.

Wir kommen zu weiteren Beispielen fiir konvexe Mengen. Ist K C R eine konvexe, nicht
leere Menge und r > 0, so sind auch folgende Mengen konvex:

Ul(K) = {£eRY;|¢—z| <rfireinz e RV}
U(K) = {£¢eRY;|¢—z| <rfireinz e RV}

Begriindung:

Es sei £ € U, (K) und n € U, (K). Wir wihlen z und y in K so, dass | — x| < r und
|n —y| < r gilt. Solche Punkte x und y miissen nach der Definition von U, (K) existieren.
Fir ¢t € [0,1] ist dann 2z := (1 — t)x + ty € K und fiir ¢ := (1 — t)§ + tn gilt

[C=2=10 =D -2) +tn -yl <A =DIE —x|+tn—yl <A =t)r +tr=r. (6)

Folglich gehort ¢ zu U,.(K). Mit zwei Punkten £, n liegt also auch deren Verbindungsstrecke
in U,(K), d. h., U,(K) ist konvex. Fiir U,(K) argumentiert man analog. [J

Diese Mengen werden Umgebungen von K genannt.

Abbildung 2: Umgebung einer konvexen Menge K

WEeil eine aus einem Punkt bestehende Menge K konvex ist, zeigt die Feststellung insbe-
sondere, dass offene und abgeschlossene Kugeln konvex sind.

Es gibt noch weitere spezielle konvexe Mengen. Seien a € RY \ {0} und z € RY beliebig
aber fest. Die Menge

H,.:={zeR";a (z—2) =0}

besteht aus den Punkten z, fiir die der Vektor (z — z) senkrecht zu a steht. Im R? ist dies
somit eine Gerade und im R3 eine Ebene. Im RY wird eine solche Menge Hyperebene
genannt.



a,z a,z

N

Abbildung 3: Hyperebene und Halbrédume fiir N = 2

Die Hyperebene H, . teilt den RY in die Mengen
Hf, = {zeRa (z—-2)>0}
H, = {zeR%a (z—2) <0}
auf, die Halbrdume genannt werden.

Fiir beliebige x,y € RY und ¢t € [0, 1] gilt:

a-(tr+(1—t)y—z2)=a-tx—2)+1—-t)(y—2)=ta-(x—2)+(1—t)a-(y— 2)

Daher sind H, ., H, und H, a.. konvexe Mengen. Die Hyperebene H, . ist abgeschlossen

a,z

und sowohl H, als auch H, sind offen. Die abgeschlossene Hiille von H;, und H,, erhélt
man, indem man die Hyperebene H, , hinzunimmt.

Satz 5 Es sei K C RY konvez, abgeschlossen und nicht leer. Dann gibt es zu jedem Punkt
£ € RN genau einen Punkt x € K, der €& am ndchsten liegt, fiir den also die Beziehung

§ —al <[ —y| firalley € K\{z}
gilt. Dieser Punkt x wird auch durch die Beziehung
reK, (—z)-(y—x)<0 firaleye K (7)

charakterisiert.

Beweis:
1. Fiir beliebige Punkte x,y € RY gilt

[z +yP e -yl = (z+y) @ty +@-y) (@-y)
rr+2r-y+y-y+r-rx—20-y+y-y (8)
2|z|? + 2y|*.



Abbildung 4: Konvexe Projektion

Wir setzen d := in;( |¢ — 2| und wéhlen eine Folge (z,,) in K so, dass lim |§ — z,| = d ist.
re n—o0

Unter Verwendung der Formel (8) fir (¢ — z,) und (£ — x,,) anstatt von z und y ergibt
sich

T — nl? = (€= 20) — (€ — T)
= 206 — 3, [P + 26 — 2 * — 26 — (20 + 200)[?
N

2

= 2|€_xn|2+2|€_$m|2_4‘€_
S 2|€_xn|2+2|€_$m|2_4d2'
Daher gilt

lim |z, — z,|* < 2d* + 2d* — 4d* = 0.

m,n— 00

Somit gilt auch lim |z, — x,| =0, d. h., die Folge (z,,) ist eine Cauchyfolge in RY. Der

m,n— 00

Grenzwert dieser Folge sei z. Dann gilt
|€ — 2| = lim |§ —2,| =d.

2. Nun muss noch gezeigt werden, dass fiir den Punkt = die Beziehung (7) gilt. Ist y € K,
so gehoren auch die Punkte z; := (1 —t)x +ty, 0 <t <1, zu K. Wir setzen

p(t) = 16—zl
= - (1 —t)e—tyl?
= (A=t —ty)- (- (1—-t)r —ty)
= (—xz+tr—ty) (—x+tz—ty)
= [E—af =2 —a) - (y—a)+ly — 2]

Dann ist



Wire (€ —x) - (y — z) > 0, so wire ¢'(0) < 0, und ¢(t) = | — 2z|* wiire fiir kleine ¢ > 0
echt kleiner als p(0) = |¢ — z|? = d?. Das kann nach Definition von d nicht sein. Der
Widerspruch beweist die Beziehung (7).

3. Es gelte die Beziehung (7). Fiir beliebiges y € K ist dann
-y’ =~z +a—yP=lg—aP +2E—2) (x—y)+ |z -y > € — 2 + |z —y|*.

Folglich ist | — x| < |§ — y| fur alle y € K \ {z}. Der Punkt z liegt also echt niher an &
als alle anderen Punkte y € K. [J

Wir definieren die Abbildung Py : RY — K durch die Vorschrift
Pr(€) =, fallsz e K, |€ — x| < | —y| fir alley € K\ {z}.

Die Abbildung Py ordnet also jedem Punkt ¢ € RY den Punkt x der konvexen Menge K
zu, der am nichsten zu ¢ liegt. Man nennt Py die konvexe Projektion von RV auf K.

Die konvexe Projektion verallgemeinert die senkrechte Projektion auf eine Gerade bzw.
Ebene.

Satz 6 Es sei K C RY konvex, abgeschlossen und mnicht leer. Ferner sei & ein Punkt
von RN, der nicht zu K gehért. Dann gibt es eine Hyperebene H, , in RN, so dass K C H, .
und § € HF gilt.

°¢

Abbildung 5: Trennung von konvexer Menge und Punkt

Beweis:
Es sei x = Pg(&). Es ist x # &, weil € nicht zu K gehort. Wir setzen a := £ — x und
z = §—|2—a?. Nach Wahl von a und z ist
E+x 1
a-(g=2) = (-2 (¢-257) = 5lE—=F>0.

Folglich gilt £ € H . Fiir y € K ergibt sich mit Hilfe von (7)

e ly=2) = (5_5”)‘@_6;93):<£—x>~(y—x—€;x)

=(5—@-@—$%—5€—ﬂ2§—%M—ﬂ2<0

Damit ist gezeigt, dass K in H,, liegt. [
Man sagt, die Hyperebene H, . trenne den Punkt { und die konvexe Menge K.
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Man kann den Satz verallgemeinern und statt £ eine konvexe, abgeschlossene und be-
schriankte Menge L betrachten. Dann lésst sich eine Hyperebene finden, die K und L
trennt. Der Beweis wird hier jedoch nicht angefiihrt.

Folgerung 2 Jede konvexe abgeschlossene Teilmenge K von RY ist der Durchschnitt von
Halbriumen, die K enthalten.

Beweis:

Ist K = RY, so kann man diese Menge als Durchschnitt von null Halbriumen auffassen.
Ist K ;Cé R¥Y, so sei D der Durchschnitt aller K enthaltenden abgeschlossenen Halbriume.
Dann gilt K C D. Die Menge D kann aber nicht mehr Punkte enthalten als K. Ist ndmlich
¢ ¢ K, so gibt es nach Satz 6 einen abgeschlossenen Halbraum, der K, aber nicht &
enthélt. [J

Als Anwendung stellen wir eine Variante des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung fiir
Funktionen auf R mit Werten in RY vor. Es sei

f@) = (fu(®),..., fn(t)) fiirt €R.

Man nennt f stetig differenzierbar, wenn fi,..., fy stetig differenzierbar sind, und setzt

F() = (fi(0), .., Fi(t)) fir t € R
Satz 7 Es sei f: R — RY stetig differenzierbar und ty,t; € R, to < t1. Dann gilt

f(t1) — f(to)

P— e conv(E) fir E:={f'(t); to <t <t1}.
1= %o

Beweis:
Wegen der Stetigkeit von f’ ist £ in RY beschrinkt. Es sei H . ein abgeschlossener Halb-
raum in RY, der E enthilt. Dann gilt

N
a-( Zal ) <0 fir alle t €tg, 4].
i=1

Integriert man diese Ungleichung von ¢, bis ¢; und dividiert durch t; — ¢y, so findet man

N .
o (T3 ) =3 (M2 ) <o

f(t1) — f(to)

Diese Ungleichung zeigt, dass ebenfalls zu Haz gehort. Aufgrund der Fol-
gerung 2 ist conv(E) der Durchschnitt aller £ enthaltenden abgeschlossenen Halbrdume.

—f(tl) — f(to) € conv(FE).O

Folglich gilt
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f(t1) — f(to)
. . 1 T tO . . . .

einem der Werte f'(t), tg < t < ty, ist. Man muss deshalb mit weniger zufrieden sein. Ist
|f/(t)] < rfirty <t < t, so liegt F und damit auch conv(FE) in der abgeschlossenen

Kugel B,(0). Es ist also M

Man kann durch Beispiele fiir N = 2 zeigen, dass im Allgemeinen nicht gleich

- < r, d. h., der Betrag des Differenzenquotienten
1~ 1o
lasst sich durch die Betréige der Ableitungen in den Zwischenpunkten abschétzen.

Zum Abschluss des Abschnitts iiber konvexe Mengen werden wir den Begriff Polyeder
kldren. Eine Teilmenge von R nennt man polyedrisch, wenn sie der Durchschnitt von
endlich vielen abgeschlossenen Halbriumen ist. Unter einem Polyeder in RY versteht man
eine beschréinkte polyedrische Teilmenge von RY.

2 Konvexe Funktionen

Nach der Betrachtung der konvexen Mengen folgt die Beschreibung von konvexen Funk-
tionen im N-dimensionalen Raum.

In diesem Abschnitt bezeichnet D eine nicht leere konvexe Menge in RV,

Definition 5 Fliir eine Funktion f: D — R nennt man die Menge
epi(f) = {(z,5) eRY xR; z € D, f(x) < s}

den Epigraphen von f. Man nennt die Funktion f konvex, wenn thr Epigraph eine
konveze Teilmenge von RN x R = RN+ jst.

S S

epi(f) f epi(f) f

T T

Abbildung 6: Epigraphen einer konvexen und einer nicht konvexen Funktion

Bemerkung 1 Eine Funktion f : D — R ist genau dann konvex, wenn sie die Jensensche
Ungleichung erfiillt:

f(T=t)x+ty) < (1 —1t)f(z)+tf(y) fir alle z,y € D, t € [0, 1]. 9)
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Begriindung:

1. Essei f : D — R konvex. Fiir z,y € D gehoren die Punkte (z, f(z)) und (y, f(vy))
zur Menge epi(f). Da epi(f) konvex ist, gehort auch die Verbindungsstrecke dieser Punkte
zu epi(f). Die Punkte der Verbindungsstrecke sind

(1 =0)(z, f(2)) + iy, f(y) = (1 =)z +ty, (1 =) f(x) +1f(y)), 0 <t < 1.

Die Zugehorigkeit dieser Punkte zu epi(f) besagt, dass die Beziehung (9) gilt.

2. Die Funktion f : D — R erfiille die Bedingung (9). Ferner seien (z,7) und (y, s)
beliebige Punkte von epi(f). Fiir ¢ € [0, 1] gilt dann auf Grund von (9)

f(L=t)z+ty) <A =) f(x) +1f(y) < (1= t)r +ts.
Daher gehoren die Punkte
(1=t +ty, A —t)r+ts) =1 —t)(z,r)+t(y,s), 0 <t <1,

zu epi(f). Da dies die Punkte der Verbindungsstrecke von (x,r) und (y, s) sind, ist epi(f)
konvex, also f eine konvexe Funktion.

Beispiel 1. Es sei D = RY und g(z) := a -z + b fiir a € R, b € R. Solche Funktionen
heiflen affin. Fiir ¢ € [0,1] und z,y € D gilt

g(1=the+ty) =a- (1—t)z+ty)+b=(1—t)(a-z+b)+t(a-y+b) = (1 —t)g(z)+1tg(y).

Folglich geniigt g der Bedingung (9), d. h., g ist konvex. Die Graphen von affinen Funk-
tionen bilden Hyperebenen in RY¥*!. Dies bedeutet, dass die Epigraphen abgeschlossene
Halbraume sind.

Beispiel 2. Ist D = RY und f(x) := |z, so ist f konvex, denn es ist

F((A=t)atty) = [(1=t)r+ty| < (1=t)|a|+tly| = (1=t)f(2)+tf(y) fir 2,y € RY, ¢ €[0,1].

Definition 6 Ein Elementa € RN heifit Subgradient ciner konvezen Funktion f : D — R
im Punkt x* € D, wenn die durch

g(x) :=a- (v —2%) + f(z*) fir 2 € RN (10)

definierte affine Funktion g die Eigenschaft g(x) < f(x) fir alle x € D besitzt. Ist a
Subgradient von f in x*, so nennt man diese affine Funktion g Stiitzfunktion von f in x*
(siehe Abbildung 7 unten). Die Menge aller Subgradienten von f im Punkt x* bezeichnet
man mit Of (x*), und man nennt diese Menge das Subdifferential von f in x*. Dabei ist
es maoglich, dass Of (x*) = & ist.

Bemerkung 2 Fiir eine konvexe Funktion f ist a € df(z*) genau dann, wenn die Bezie-

hung
a-(x—2") < f(z)— f(z") fiiralle z € D (11)

gilt. Die Formel (11) ist fir g(z) := a - (x — 2*) + f(2*) gleichwertig zur Ungleichung
g(z) < f(z) fir alle x € D.

12



a

*

x
Abbildung 7: Stiitzfunktion g einer konvexen Funktion f im Punkt z*

Satz 8 Es set N = 1, d. h., D sei ein Intervall in R. Ferner sei f : D — R eine
konvexe Funktion, die in dem inneren Punkt x* von D differenzierbar ist. Dann ist f'(z*)
der einzige Subgradient von f im Punkt x*.

Beweis:

1. Nach Bemerkung 2 ist a € 0f(z*), wenn die Beziehung
a(lx — ) < f(x) — f(z*) fur alle z € D

gilt. Da z* innerer Punkt von D ist, gehort x = x*+h fiir h mit hinreichend kleinen Betrigen
zu D. Folglich ist ah < f(2* + h) — f(«*) fur hinreichend kleine |h|. Fiir h > 0 ergibt
sich nach Division durch h und Ausfithrung des Grenziibergangs h — 0 die Ungleichung
a < f'(x*). Fir h < 0 ergibt sich analog a > f’(x*). Folglich kann nur f’(z*) Subgradient
von f in z* sein.

2. Wir zeigen, dass f’(z*) tatséchlich Subgradient ist. Es sei 2 + h € D. Aufgrund der
Konvexitét von f folgt aus der Bezichung z* +th = (1 — t)z* + t(z* + h) fiir ¢t € [0, 1] die
Ungleichung

f@®+1th) < (L—=1)f(a") +tf(«" + h).

Fiir t €10, 1] ist daher
LS ) — f@) < Fla R - F),

Das ist gleichwertig mit

C(F  th) — S < Fa )~ f(),

Fiir ¢t — 0 und damit auch th — 0 ergibt sich

fl@)h < f(z* +h) — fz7). (12)
Nach Bemerkung 2 zeigt diese Ungleichung, dass f'(z*) € df(x*) ist. O
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Abbildung 8: Epigraph und Subdifferential der Betragsfunktion

Satz 8 macht deutlich, dass man bei konvexen Funktionen das Subdifferential als eine
Verallgemeinerung der Ableitung ansehen kann. Als weiteres Beispiel fir N = 1 ist in
Abbildung 8 Epigraph und Subdifferential der durch f(z) := |z| fir x € R definierten
Betragsfunktion f dargestellt. Es ist 0f(0) = [—1, 1], weil genau diejenigen Geraden durch
den Nullpunkt Stiitzfunktionen fiir f liefern, deren Anstieg im Intervall [—1, 1] liegt.

Wir kehren nun wieder zum Fall beliebiger Dimensionen N zuriick.

Fiir eine konvexe Funktion f : D — R interpretiert man df als eine ,,mehrdeutige Abbil-
dung“ von D in R d. h., als eine Vorschrift A, die jedem Punkt z € D eine (méglicherwei-
se leere) Teilmenge A(z) von RY zuordnet. Mehrdeutige Abbildungen sind gewdhnungs-
bediirftig. Das Arbeiten mit mehrdeutigen Abbildungen gewéahrt mehr Freiheit, als man
sie beim Arbeiten allein mit eindeutigen Abbildungen hat.

Satz 9 FEs sei f: D — R konvexr. Dann und nur dann, wenn 0 € Of(x*) ist, nimmt die
Funktion f im Punkt x* ihr Minimum an.

Beweis:
Nach Bemerkung 2 ist 0 € f(z*) genau dann, wenn 0- (z —z*) < f(z) — f(x*) ist fiir alle
x € D. Das ist offensichtlich genau dann der Fall, wenn f(z*) = milr)l f(z)ist. O

fAS

Beispiel 3. Es sei f(x) := p-x+ ¢ fiir € D und Parameter p € RY, ¢ € R. Fiir 2* € D ist

acdf(z’) <= a-(x—2") < f(x)—f(@*)=p-(x—2") fur alle z € D
<~ (a—p)-(x—2") <0 firallezeD.

Insbesondere ist 0 € Jf(z*) und damit x* Minimalstelle von f auf D genau dann, wenn
—p-(x—2%) <0 firallexzeD (13)

gilt.

Ist D zusétzlich beschrinkt und abgeschlossen, so existiert (mindestens) ein x* € D derart,

dass f(z*) = d = in{)f(x) ist. Das zeigt man wie folgt: Man wéhlt eine Folge ()
Te
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aus D mit der Eigenschaft lim f(x,) = d. Dann besitzt die Folge (x,) eine gegen einen

Punkt z* € D konvergente Teilfolge (z,,) (Satz von Bolzano-Weierstral), und es gilt
Fa*) = Tim f(an,) = d.
J—00

Wir zeigen nun, dass die Minimierung affiner Funktionen auf konvexen Mengen, wie sie in
Beispiel 3 beschrieben wird, auch fiir Optimierungsaufgaben der Okonomie von Interesse
ist.

Es seien Fi, ..., E,, Erzeuger einer Ware (beispielsweise Molkereien, die Milch erzeugen)
und Gy, ...,G, Geschifte einer Ladenkette, in denen die Ware zum Verkauf angeboten
wird. Die Kapazitidten der Erzeuger seien ¢y, ..., ¢, Wareneinheiten pro Zeiteinheit (bei-
spielsweise Liter/Tag). Der Bedarf von Geschéft G; betrage b; Wareneinheiten pro Zeit-
einheit. Die Kosten fiir den Transport einer Wareneinheit vom Erzeuger E; zum Geschéft
G seien p;;. Werden x;; Wareneinheiten von E; nach G; transportiert, so sind die Gesamt-

kosten also Y > pi;x;;. Es liegt im Interesse der Ladenkette, diesen Wert zu minimieren.

i=1j=1
Dabei sind folgende Nebenbedingungen zu erfiillen:
l.ay; >0ftiri=1,...,m, j=1,...,n: Es gibt keine negativen Warenmengen.

2. ;xw =0b;, 7 =1,...,n: Der Bedarf der Geschéfte soll gedeckt werden.

3. > xi < ¢, i=1,...,m: Es kann nicht mehr abtransportiert als erzeugt werden.
j=1

Man fasst © = (x;;) als Element von R™" auf. Durch die Nebenbedingungen 1 - 3 wird in
R™ ein Polyeder D definiert. Es handelt sich ndmlich um den Durchschnitt endlich vieler
abgeschlossener Halbraume. (Jede lineare Gleichung ist zu zwei Ungleichungen dquivalent,
und jede lineare Ungleichung definiert einen abgeschlossenen Halbraum.) Fiir x € D und
firi=1,...,m,5=1,...,nist 0 < x;; < b;. Daher ist D in R™" beschrénkt. Es kann
sein, dass D leer ist. Das ist der Fall, wenn die Gesamtkapazitéit nicht ausreicht, um den
Gesamtbedarf zu befriedigen. Wir nehmen an, dass D # @ ist. Die Aufgabe besteht darin,
die durch die Vorschrift f(z) :=p-z =) > p;;x;; fiir © € R™" definierte lineare Funktion
i=1j=1

f auf dem Polyeder D zu minimieren. Wié wir im Zusammenhang mit Beispiel 3 gesehen
haben, ist dieses Problem losbar. Auf die praktisch wichtige Frage nach einem Algorithmus
zur Bestimmung einer Losung sind wir aus Zeitgriinden nicht eingegangen.

Schlusswort

Die Theorie der konvexen Mengen und der konvexen Funktionen ist umfangreicher, als
unser Text zeigen kann. Obwohl die rdumliche Vorstellungskraft fiir den N-dimensionalen
Raum nicht ausreicht, ist es moglich Rechenregeln und Definitionen vom dreidimensionalen
Raum auf hoherdimensionale Radume zu iibertragen. Dadurch sind wir in die Lage versetzt
worden, hoch komplexe Optimierungsaufgaben zu erfassen und als 16sbar nachzuweisen.

Mehr zu dem Thema findet man in Literatur iiber Konvexe Analysis V).

1) 7. B.: “Convex Analysis” von R. Tyrrell Rockafellar, Princeton University Press, 1970
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Als pythagoreisches Zahlentripel (x,y, z) bezeichnet man drei positive natiirliche Zah-
len z,y, z, die der Gleichung x? + y* = 22 geniigen. Geometrisch kénnen z,y, z als
Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks aufgefasst werden. In unserem Sommerschul-
Kurs werden wir zunachst der Frage nachgehen, ob es endlich oder unendlich viele
pythagoreische Zahlentripel gibt; dazu werden wir fiir pythagoreische Zahlentripel
eine allgemeine Formel herleiten.

Das beriihmte Fermat-Problem stellt in Verallgemeinerung der Suche nach pythago-
reischen Zahlentripeln die Frage, ob es positive natiirliche Zahlen x, y, z gibt, die der
Gleichung

"yt ="
fiir einen natiirlichen Exponenten n > 2 geniigen. Die Vermutung von Fermat aus
dem Jahr 1637, dass es keine solchen natiirlichen Zahlen gibt, wurde erst 1995 von
Andrew Wiles vollstéandig bewiesen. In unserem Kurs werden wir die Vermutung von

Fermat fiir den Exponenten n = 4 beweisen.

Es zeigt sich, dass sich hinter dem Satz von Wiles eine noch viel tiefer liegende Vermu-
tung der Zahlentheorie verbirgt: die sogenannte abc- Vermutung. Diese Vermutung ist
bis heute unbewiesen und stellt ein sehr aktives Forschungsfeld dar. Zunéchst werden
wir die abe-Vermutung fiir Polynome in einer Variablen (Satz von Mason) formulie-
ren und beweisen. Als Folgerung werden wir das Analogon der Fermat-Vermutung fiir
Polynome beweisen. Motiviert durch die Analogie zwischen den ganzen Zahlen und
Polynomen in einer Variablen konnen wir nun die abc-Vermutung fiir ganze Zahlen
prézise formulieren und die Grenzen ihrer Giiltigkeit ausloten. Schlieklich zeigen wir,
dass die abc-Vermutung den Satz von Wiles fiir grofse Exponenten n impliziert.
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1 Geschichte

Der Satz von Pythagoras: Dieser Satz wurde bereits im Altertum bei der Landver-
messung und beim Bau angewendet. Pythagoras hat den Satz wahrscheinlich auf
einer Reise nach Agypten gefunden. Man nimmt an, dass der Satz schon lange vor
Pythagoras bekannt war. Die Gleichung 4961% + 6480? = 81612 wurde bereits ca.
1500 v. Chr. in babylonischen Keilschrifttexten erwahnt.

Weitere Rechenvorschriften zur Erzeugung pythagoreischer Tripel finden sich im Buch
des griechischen Mathematikers Diophant (ca. 250 v.Chr., in Alexandria). Deswegen
werden Probleme, bei denen es um ganzzahlige Losungen von Gleichungen geht, auch
,diophantische Probleme” genannt.

Pierre de Fermat (17. Jh.), Hobby-Mathematiker, schrieb seine mathematischen Ent-
deckungen auf Buchriandern und in Briefen an bedeutende Gelehrten seiner Zeit, un-
ter anderem die Vermutung, dass es keine positiven natiirliche Zahlen x, y, z gibt, die
der Gleichung " + y™ = 2" fiir einen natiirlichen Exponenten n > 2 geniigen.Uber
dieses Problem schrieb er auf einem Buchrand: ,Fiir diese Behauptung habe ich einen
wahrhaft wunderbaren Beweis gefunden, aber dieser Rand ist zu schmal, um ihn zu
fassen.”

Kummer (19. Jh.) bewies die Fermat-Vermutung fiir alle Primzahlexponenten klei-
ner als 100 (mit Ausnahme zweier Félle). Bis etwa 1990 gelang es, die Giiltigkeit der
Fermat-Vermutung fiir alle Exponenten n kleiner als 4 Millionen zu beweisen.

Am 23. Juni 1993 wurde ein Beweis fiir die Fermat-Vermutung von Wiles veroffent-
licht, jedoch wurde bereits 1994 die Unvollstandigkeit dieses Beweises gezeigt. Es
dauerte iber ein Jahr, bis schlielich Andrew Wiles mit einem korrigierten Beweis an
die Offentlichkeit trat. Am 27. Juni 1997 wurde der Beweis als richtig anerkannt und
so bekam Andrew Wiles den Wolfskehl-Preis (der von Wolfskehl fiir die Erbringung
des Beweises ausgesetzt worden war).

2 Pythagoreische Tripel

Unser Ziel ist es, alle primitiven pythagoreischen Tripel (z,v, 2), die die Gleichung
22 + y? = 2? ganzzahlig erfifjllen, zu berechnen. Dazu benétigen wir Grundlagen
iiber die Rationalitdt von grafischen Objekten.

Definition 2.1. Ein rationaler Punkt ist ein Punkt, der aus rationalen Koordinaten
besteht.

Definition 2.2. FEine rationale Gerade ist eine Gerade der Form aX + bY + ¢ =0,
bei der die Koeffizienten rational sind.
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Lemma 2.3. Eine Gerade, die zwei rationale Punkte verbindet, ist eine rationale

Gerade.

Beweis. Seien Pj(x1,y;) und Ps(xs,ys) rationale Punkte. Die Steigung m der Gera-
den Y = mX + ¢ durch diese Punkte berechnet sich zu

Y2 —
m = .
T2 — X7

Da diese Operationen den Ring der rationalen Zahlen nicht verlassen, ist auch m
rational. Die Verschiebung ¢ in Y-Richtung ist

t=Y -—mx =y -9 x

To — Iq
Einsetzen von P; ergibt
Y2 —
t= Y1 — cX1.
Ty — 1

Somit ist auch ¢ rational und es handelt sich also um eine rationale Gleichung. [

Lemma 2.4. Der Schnittpunkt zweier rationaler Geraden ist ein rationaler Punkt.

Beweis. Ohne der Beschrinkung der Allgemeinheit seien die beiden rationalen Ge-
raden von der Form

aq C1
X)=Y=—-"1Xx-2
a9 Co

X)=Y =—-2Xx-2
9(X) T

Durch Gleichsetzen erhalt man

aq C1 a9 Co
X+ 112212 —
n T T T

X (Zoa). (@ oy
by by by bo
Daraus folgt, dass die X-Koordinate des Schnittpunkts rational ist. Durch Einsetzen

in f erhalt man
y — ai (CQ Cl> <a1 ag)_l C1

b1 b2 b1 bl b2 - b_l
Also ist auch die Y-Koordinate rational. Der Schnittpunkt ist folglich rational, denn
seine beiden Koordinaten sind rational. O
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Definition 2.5. FEin rationaler Kegelschnitt ist gegeben durch eine Gleichung der
Form
aX?+bXY +c¢Y24+dX +eY + f =0,

wobei die Koeffizienten rational sind.

Lemma 2.6. Die Schnittpunkte eines rationalen Kegelschnitts mit einer rationalen
Geraden sind nicht immer rational. Aber, wenn einer von beiden rational ist, dann
15t es auch der andere.

Beweis. Gegeben seien die Gleichungen

aX?+bXY +cY?+dX +eY + f=0 (2.1)
und

Y=mX+1 (2.2)
mit rationalen Koeffizienten. Durch Einsetzen von (2.2) in (2.1) erhélt man
aX? +bX(mX +t)+c(mX +1)* +dX +e(mX +t)+ f =0.
Durch Umformen erhélt man eine Gleichung der Form
AX*+BX+C=0

mit A, B,C € Q. Die Losungen dieser Gleichung sind gegeben durch

B, [P C
2= o0 Ve T A

Da die auftretende Quadratwurzel nicht zwangslédufig eine rationale Zahl ist, sind
auch z;/, nicht immer rational. Angenommen z; sei rational. Dann ist folglich die
zweite Losung x, auch rational. Und wenn die X-Koordinate rational ist, dann ist es
nach Einsetzen in (2.2) auch die Y-Koordinate. Das heifst, wenn der eine Schnittpunkt
rational ist, dann ist es auch der zweite. Il

Gegeben sei der Einheitskreis X? + Y? = 1. Wir nehmen einen rationalen Punkt
auf dem Kreis, zum Beispiel P(—1,0), und einen rationalen Punkt Q(0,t) auf der
Y-Achse. Nach 2.3 ist die Gerade L, die diese beiden Punkte verbindet, eine rationale
Gerade. Diese Gerade schneidet unseren Kreis in zwei Punkten, ndmlich in P und in
S(z,y). Da der Kreis ein spezieller rationaler Kegelschnitt ist, folgt nach 2.6, dass S
ebenfalls rational ist, weil () ja rational ist.
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Die Gleichung der rationalen Geraden L ist L(X) = ¢(1 + X). Durch Umformen und
Gleichsetzen von der Kreisgleichung und L(X) erhélt man

1-X2=Y?=#(1+X)~

Wie man sieht, ist die erste Losung der Gleichung X = —1, weil der Punkt P auf
dem Kreis und auf L liegt. Um nun auf die zweite Losung zu kommen, teilen wir
durch (X 4 1) und erhalten nach Umformen

1 —¢2
1—X:t2(1+X)(:>X(1+t2):1—t2<:>X: e

Durch Einsetzen in L(X) erhdlt man schlieflich

2t
Yy = ——.
14 ¢2

Diese Formeln fiir X und Y bieten uns letztendlich die Mdoglichkeit, die primitiven
pythagoreischen Tripel zu charakterisieren.

Definition 2.7. Ein primitives pythagoreisches Tripel (x,y, z) besteht aus positiven
natirlichen Zahlen x,y, z, die teilerfremd sind und der Gleichung

2?4yt = 22
genigen.

Bemerkung. Wenn (z,y, z) ein primitives pythagoreisches Tripel ist, so sind z,y, 2
sogar paarweise teilerfremd. Dies sieht man wie folgt ein: Angenommen, y und =z
hitten einen gemeinsamen Teiler. Dann hitte auch x wegen 22 = 22 — 22 diesen
Teiler. Dies widerspricht aber der Teilerfremdheit von x, v, z.
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Theorem 2.8. Es sei (x,y, z) ein primitives pythagoreisches Tripel. Dann existieren
positive natirliche Zahlen m,n verschiedener Paritit mit n > m und ggT(m,n) =1
derart, dass

z=n>—m? y=2mn, z=m>+n?

gilt.

Beweis. Es sei (z,y, z) ein beliebiges primitives pythagoreisches Tripel. Damit setzen

wir
X, Y
==y ==
z z

Der Punkt S(2/,y’) definiert dann einen Punkt mit rationalen Koordinaten auf dem
Einheitskreis X? + Y? = 1, denn es besteht die Aquivalenz

2yt =1 = 2t +y? =22
Da x und y teilerfremd sind, kénnen z und y nicht beide gerade sein. Die Zahlen x
und y kénnen aus folgendem Grund auch nicht beide ungerade sein: Angenommen x
und y seien beide ungerade, d.h. x = y = 1 mod 2. Dann muss z gerade sein, d.h.
z =0 mod 2, und wir erhalten den Widerspruch

2=2+y*=2"=0mod 4.

Die Zahlen z und y miissen also unterschiedliche Paritdt haben. Wir kénnen im
folgenden ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass x ungerade und y
gerade ist. Da nun S(2’,y') ein rationaler Punkt auf dem Einheitskreis ist, gibt es
eine rationale Zahl ¢, so dass

11—, 2
YTire

/

gilt. Da t eine rationale Zahl ist, kann diese als Quotient zweier teilerfremder natiir-
licher Zahlen m und n dargestellt werden, d.h.

t = — (2.4)

Wenn wir jetzt (2.4) in (2.3) einsetzen, erhalten wir

1 — m2/n2 2 _ 2
T g tomn i mm (2.5)
2 L+m?2/n?2  n?+m?
y 2-m/n 2mn
-—_ = = = . 2.6
P 1+m?2/n?  n2+m? (2:6)
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Da (n? —m?) und (n? + m?) aus (2.5) sowie 2mn und (n? + m?) aus (2.6) nicht
zwangsldufig teilerfremd sein miissen, gibt es ein A € N, so dass

A =n?—m? Ay=2mn, I=n’+m’

gilt. Da A die Zahlen (n? +m?) und (n? — m?) teilt, muss es auch die Summe 2n?
und die Differenz 2m? teilen. Da m und n aber teilerfremd sind, folgt daraus, dass
A die Zahl 2 teilen muss. Die natiirliche Zahl A kann somit nur die Werte 1 oder 2
annehmen. Im folgenden zeigen wir indirekt, dass A = 1 sein muss. Dazu nehmen
wir an, dass A = 2 gilt. Da = nach obiger Annahme ungerade ist, folgt somit mit
Az = n?—m? die Kongruenz n?> —m? = Az = 2 mod 4. Da jedoch n? und m? entweder
kongruent zu 0 oder 1 mod 4 sind, ist das nicht moglich. Also gilt A = 1.

Somit kommen wir auf die Bildungsvorschrift

r=n>—m? y=2mn, z=n>+m? (2.7)

womit der Satz vollstédndig bewiesen ist. O

3 Die Vermutung von Fermat

Fermat hat das Problem der Suche nach pythagoreischen Tripeln dahingehend verall-
gemeinert, dass er die Vermutung aufgestellt hat, dass keine von Null verschiedenen
ganzzahligen Losungen z,y, z fiir die Gleichung 2" + y" = 2" fiir ein n € N, n > 3,
existieren.

Einen Beweis seiner Vermutung hat Fermat uns allerdings nicht hinterlassen, sondern
nur in einer Randnotiz geschrieben, er habe einen wahrhaft wunderbaren Beweis ge-
funden, leider reiche der Platz hier aber nicht aus, um ihn aufzuschreiben.

Theorem 3.1. Die Vermutung von Fermat ist fiir n = 4 korrekt.

Beweis. Im Gegensatz zur Behauptung nehmen wir an, dass teilerfremde z,y,z €
N.( mit der Eigenschaft 2% +y* = 2* existieren. Wir haben diese Annahme zu einem
Widerspruch zu fiihren.

Indem wir w = 22 schreiben, erhalten wir die Gleichung

()2 + () = w?

und stellen fest, dass (2%, y? w) ist ein primitives pythagoreisches Tripel ist. Gemif
Satz 2.8 existieren positive natiirliche Zahlen p,q verschiedener Paritdt mit p > ¢
und ggT(p,q) = 1 derart, dass

?=2pq, yV=p"—¢, w=p'+¢
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gilt. Umstellen der zweiten Gleichung ergibt

Da p und ¢ teilerfremd sind, ist (¢, y, p) ein primitives pythagoreisches Tripel, wobei p
ungerade ist. Eine erneute Anwendung von Satz 2.8 liefert positive natiirliche Zahlen
a, b verschiedener Paritét mit @ > b und ggT(a,b) = 1 derart, dass

q=2ab, y=d’-b, p=a*+0’
gilt. Einsetzen von g = 2ab und p = a* + b? in die Gleichung 2? = 2pq liefert

2

2% = 2pq = 2(a® + V) - 2ab = 4ab(a® + b*) <= (g) = ab(a® + b?).
Damit ist das Produkt ab(a® + b*) also ein Quadrat. Da die Zahlen a, b, (a* + b%)
paarweise teilerfremd sind, miissen a, b und (a? + b?) selbst Quadratzahlen sein, d.h.

a=22 b=y’ a+b=uw?
mit positiven natiirlichen Zahlen z,y;, w;. Ausgehend von unserer Annahme haben
wir damit positive natiirliche Zahlen 1, y;, w; gefunden, die der Gleichung

4 4 _ 2
Tyt Yy = w

geniigen. Uberdies stellen wir fest:

1 <z, denn 22 =a < 2ab=q< 2pq=2°

y1 <y, denn yi=b<a+b< ((a+bd)(a—0b))?=y
wi <w, denn wi=a’+b"=p<p’tg=w<w

Damit greift nun die Methode des unendlichen Abstiegs: Ausgehend von den positiven
natiirlichen Zahlen z,v,w mit z* + y* = w? haben wir kleinere positive natiirliche
Zahlen zy,y,w; mit ] + yi = w? konstruiert. Diesen Prozess kann man offensicht-
lich fortsetzen und eine unendliche Folge von Tripeln (z;,y;, w;) von immer kleiner
werdenden positiven natiirlichen Zahlen konstruieren, die der Gleichung m? —Fy;»1 = wjz»
geniigen. Dies ist ersichtlich ein Widerspruch, da es nur endlich viele positive natiir-

liche Zahlen gibt, die kleiner als x sind. O]
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4 Der Satz von Mason

In diesem Kapitel beweisen wir den Satz von Mason, der auch als abc-Vermutung fiir
komplexe Polynome in einer Variablen bezeichnet wird. Dazu stellen wir zunachst
einige Begriffe bereit und beweisen zwei Lemmas.

Es sei f € C[X] ein Polynom mit komplexen Koeffizienten, d.h.
f(X) = CTLX” + Cn—lxnil +...F+aX+ Cop,

wobei ¢1,...,¢, € Cund ¢, # 0 gilt. Der Grad von f ist hierbei durch deg(f) = n
gegeben. Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass wir f € C[X] schreiben
kénnen als

f(X)=c- (X —a)™ ... (X —ap)™, (4.1)
wobei ¢ € C mit ¢ # 0 ist, ay,...,qa, € C die verschiedenen Nullstellen von f sind
und aq, . .., a, € Nyg die jeweiligen Vielfachheiten der Nullstellen bezeichnen. Damit

erhalten wir fiir den Grad von f die Gleichheit
deg(f):n:a1+...+am:Zaj.
j=1

Definition 4.1. Fir f € C[X]| mit der Zerlegung (4.1) definieren wir
no(f) := Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f = m.

Bemerkung. Es gilt no(f) < deg(f). Die Differenz der beiden Zahlen ngy(f) und
deg(f) kann allerdings sehr groR sein. Zum Beispiel ist fiir f(X) := (X — 1)'91% der
Grad deg(f) = 10101 und no(f) = 1.

Lemma 4.2. Sei f € C[X] und f # 0. Dann, gilt
no(f) = deg(f) — deg(geT(f, f'))- (4.2)
Beweis. Sei f € C[X] und f # 0. Wir schreiben f wie in (4.1) als
FX) =c- (X —a)® .. - (X = ap)™, (4.3)

wobei ¢ € C mit ¢ # 0 ist und ay, ..., q,, € C die verschiedenen Nullstellen mit den
Vielfachheiten a4, ..., a,, € N5y bezeichnen. Ableiten von f unter Verwendung der
Produktregel liefert

f(X)=rca- (X —a) ' (X —ap)®™ ... (X —ay)™
+e (X —a)® [(X —ag)®- ... (X —ay)™] . (4.4)
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Schreiben wir (X — a;)” = (X — ap)® ™ - (X — ), so zeigt die Gleichheit (4.1),
dass das Polynom (X — ;)*~! das Polynom f teilt. Aus der Gleichheit (4.4) folgt,

dass das Polynom (X — a1)®~! auch das Polynom f’ teilt. Daraus folgt

(X — )" egT(f, ).
Analog erhalten wir fiir jeden Wert j € {2,...,m}, dass

(X — ) ' ggT(f, f)
gilt. Insgesamt erhalten wir damit die Aussage

(X —a)™ ™ (X = ag)™ g T(f, ).
Aus Gradgriinden folgt nun
geT(f. f) = (X =)™ (X — )™

Daraus ergibt sich

deg(geT(f, 1) =Y (a; = 1) =D a; —m = deg(f) — no(f),

m m
J=1 Jj=1

woraus die Behauptung unmittelbar folgt.

Lemma 4.3. Seien f,g € C[X]|. Dann ist

no(f - g) < no(f) +no(g),

wobet die Gleichheit genau dann gilt, wenn f und g teilerfremd sind.

(4.5)

]

Beweis. Diese Behauptung ergibt sich unmittelbar aus dem Fundamentalsatz der

Algebra.

O

Theorem 4.4 (Satz von Mason). Fir alle nicht-konstanten, teilerfremden Poly-

nome a,b,c € C[X| mit a + b= c gilt die Ungleichung
max(deg(a), deg(b), deg(c)) < ng(a-b-c) — 1.
Beweis. Aus der Gleichheit
a+b=c
folgt durch Ableiten die Gleichheit

ad+bv="~—.
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Multiplizieren von (4.6) mit ¢’ und von (4.7) mit a liefert die Gleichheiten
da=dc—adb und ad =ad —al.
Nach Gleichsetzen und Umformen erhalten wir
ab' —a'b =ad —dc. (4.8)

Nun teilen ggT(a,a’) und ggT(b,V') offensichtlich die linke Seite von (4.8). Da jetzt
ggT(c, ') entsprechend die rechte Seite der Gleichung (4.8) teilt, muss ggT(c, )
auch die linke Seite von (4.8), d.h. ab’ — @b, teilen. Insgesamt haben wir also die
Teilbarkeiten

ggT(a, a’)[(ab’ —a'b),

ggT(b,V)|(ab’ — a'b),

ggT(c,d)|(ab' — a'b).

Aufgrund der paarweisen Teilerfremdheit der Polynome a, b, ¢ ergibt sich somit die
Teilbarkeitsbeziehung

ggT(a,a’) - ggT(b, V) - ggT(c,)|(ab' — a'b). (4.9)

Aus folgendem Grund ist die Differenz ab’ — a’b ungleich dem Nullpolynom: Wiére
namlich ab’ — a’b = 0, so konnte man die Gleichung schreiben als a’b = ab’. Daraus
wiirde a|a’b folgen. Da aber a und b nach Voraussetzung teilerfremd sind, ergébe sich
daraus a|a’. Da dies jedoch nur fifjr ' = 0 moglich ist, miisste a ein konstantes
Polynom sein. Dies widerspricht aber unserer Voraussetzung.

Da nun ab’ — a’b nicht das Nullpolynom ist und aufgrund von (4.9) von dem Pro-
duktpolynom ggT(a,a’) - ggT(b, V) - ggT(c, ) geteilt wird, besteht die Ungleichung

deg(ggT(a, a') - ggT(b, ) - ggT(e, c’)) < deg(ab’ — a'b). (4.10)

Unter Beriicksichtigung der Eigenschaft deg(f - g) = deg(f) + deg(g) (f,g € C[X])
erhalten wir aus (4.10) die Ungleichung

deg(ggT(a,a’)) + deg(ggT(b, b)) + deg(ggT(c, ) < deg(ab’ — a'b). (4.11)
Aufgrund der weiteren Gradeigenschaft

deg(f + g) < max(deg(f),deg(g)) (f,g9 € C[X])

erhalten wir fiir die rechte Seite von (4.11) die Abschétzung

deg(ab’ — a'b) < max(deg(ab’), deg(a'b)).
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Die Grade deg(ab’) und deg(a’b) berechnen wir unter Berticksichtigung der bekannten
Formel deg(f’) = deg(f) — 1 (f € C[X], deg(f) > 0) zu

deg(ab’) = deg(a) + deg(b') = deg(a) + deg(b) — 1
= deg(a) — 1 + deg(b) = deg(a’) + deg(b) = deg(a’d),

d.h.
deg(ab’ — a'b) < max(deg(ab’), deg(a'b)) = deg(a) + deg(b) — 1. (4.12)
Die Ungleichungen (4.11) und (4.12) zusammengenommen ergeben
deg(ggT(a,a’)) + deg(ggT (b, b)) + deg(ggT(c,c)) < deg(a) + deg(b) — 1.
Addition von deg(c) zur vorhergehenden Ungleichung liefert nach Umstellen

deg(c) < —1 + deg(a) — deg(ggT(a,a))
+ deg(b) — deg(ggT(b, b’))
+ deg(c) — deg(ggT(c, ).

Nach dreimaliger Anwendung von Lemma 4.2 ergibt sich damit die Ungleichung
deg(c) < no(a) + no(b) + no(c) — 1.
Da nun a, b, ¢ paarweise teilerfremd sind, ergibt sich mit Hilfe von Lemma 4.3
no(a) + no(b) + no(c) = ng(a-b-c),
und damit die Ungleichung
deg(c) <ng(a-b-c)—1.
Aus Symmetriegriinden beweist man in analoger Weise
deg(a) <ng(a-b-c)—1 und deg(b) <ngla-b-c)—1,

woraus insgesamt die Behauptung des Satzes von Mason folgt. O]
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5 Der Satz von Fermat fiir Polynome

Mit Hilfe des Satzes von Mason (Theorem 4.4) kénnen wir das Analogon der Fermat-
Vermutung fiir Polynome beweisen.

Theorem 5.1 (Fermat fiir Polynome). Firn > 3 gibt es keine nicht-konstanten,
teilerfremden Polynome f,g,h € C[X| mit

Beweis. Wir nehmen an, dass f, g, h € C[X]| nicht-konstante, teilerfremde Polynome
mit f" + ¢" = h" sind. Da dann auch die Polynome f", ¢, h™ nicht-konstant und
teilerfremd sind, gilt nach dem Satz von Mason (Theorem 4.4) die Ungleichung

max (deg(f"), deg(g"), deg(h")) < no(f" - g™ - h") — 1. (5.1)
Wegen
no(f"-g" - h") =no(f-g-h) <deg(f-g-h)=deg(f)+ deg(g) + deg(h)

und unter Berticksichtigung der Eigenschaft deg(q™) = n-deg(q) (¢ € C[X]) erhalten
wir aus (5.1) die Ungleichung

n - max (deg(f), deg(g), deg(h)) < deg(f) + deg(g) + deg(h) — 1. (5.2)

Da weiter deg(q) < max(deg(f),deg(g),deg(h)) fir ¢ = f, g, h gilt, liefert (5.2) die
Abschéatzungen

n - deg(f) < deg(f) + deg(g) + deg(h) — 1 (5.3)
n - deg(g) < deg(f) + deg(g) + deg(h) — 1 (5.4)
n - deg(h) < deg(f) + deg(g) + deg(h) — 1. (5.5)

Addition von (5.3), (5.4) und (5.5) ergibt nun die Ungleichung

n - (deg(f) + deg(g) + deg(h)) < 3- (deg(f) + deg(g) + deg(h)) — 3
< (n—3) - (deg(f) + deg(g) + deg(h)) < —3.
Dies ist fiir n > 3 offensichtlich ein Widerspruch ist, da dann die linke Seite der

letzten Ungleichung nicht negativ ist. Damit ist der Satz von Fermat fiir Polynome
bewiesen. [
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6 Die Analogie zwischen den ganzen Zahlen und Po-

lynomen

In diesem Abschnitt vergleichen wir Eigenschaften der ganzen Zahlen mit Eigen-
schaften von Polynomen mit komplexen Koeffizienten. Insbesondere werden wir das
Analogon des Grades eines Polynoms fiir ganze Zahlen entdecken und schliefllich die
Funktion ng(f) (siehe Definition 4.1) auch fiir ganze Zahlen definieren.

Eigenschaft | Z C[X]
Elemente | ganze Zahlen a Polynome f = f(X) mit komple-
xen Koeflizienten
Teilbarkeit | a € Z f=a, X" +a, 1 X" 14+ ... +a
beZ G=bpX™ + by 1 X"+ + b
alb<=3dce€Z:b=a-c flg<=3heC[X]:g=f-h
Division a,be Z,b#0 f,g€C[X],g#0
mit Rest
= Jdq,r € Z, — Jq,r € C[X],
0<r<|b: r =0 oder deg(r) < deg(g):
a=q-b+r f=q-g+r
a€Z,a#0 feClX],f#0
Analogie In(|al) deg(f)
zB.: In([a - b]) = In(|a]) + In(]b]) deg(f - g) = deg(f) + deg(g)
Division a,be Z,b#0 f,9€C[X],g#0
mit Rest
(revisited) | = Jq,r € Z, — Jq,r € C[X],

r =0 oder 0 <In(|r|) < In(|b|):

a=q-b+r

r =0 oder deg(r) < deg(g):

f=q-g9+r

62



geT(.,.) a,b € Z, nicht beide Null: f,g € C[X], nicht beide Null:

ggT(a,b) definiert; ggT(f,g) definiert;
Berechnung mit Hilfe des Eukli- | Berechnung mit Hilfe des Euklidi-
dischen Algorithmus schen Algorithmus

Einheiten | {—1,+1} konst. Polynome # 0

kurz: C* := C\{0} C C[X]

Primzahlen,| 2,3,5,7,11,13,...,229, ... X—-—a,aeC
bzw. Prim-

polynome

Fundamen- | der Arithmetik der Algebra
talsatz

a € Z,n(la]) >0(<|a| >1): | feC[X],deg(f) > 0:

a==£pi*-...-phm, f(X)=c(X—aq)™ . (X =),
wobei  pq,...,pm  paarweise | wobei ¢ € C*, aq, ..., a,, € C paar-
verschiedene Primzahlen, | weise verschieden, aq, ..., a,, € N5
ai,...,0m € Nyg

no(.) a € Z,n(la]) > 0 (& |a| > 1): f € C[X],deg(f) > 0:

no(f) =t versch. Nst. von f

= { versch. Primpolynome p von f

no(a) = Zpla In(p) = Zp\f 1= Zp|f deg(p)

1. Bemerkung (Division mit Rest/Division mit Rest (revisited)):

Es ist leicht zu erkennen, dass eine Analogie zwischen dem Betrag |.| einer ganzen
Zahl und dem Grad deg(.) eines komplexen Polynoms besteht. Diese ist jedoch noch
nicht quantifiziert. Deshalb ersetzen wir den Betrag |a| der ganzen Zahl a durch den
natiirlichen Logarithmus ihres Betrages In(|a|). Eine Begriindung hierfiir liegt darin,
dass sich der Logarithmus auf einem Produkt analog zum Grad additiv verhélt: es
gilt In(|a - b]) = In(|a|) + In(|b]) und deg(f - g) = deg(f) + deg(g). Weiter gilt zum
Beispiel In(Ja|) = —oo fiir @ = 0 und deg(f) := —oo fiir f = 0. Damit konnen wir die
Division mit Rest fiir ganze Zahlen und komplexe Polynome symmetrisch formulieren
(siehe Division mit Rest (revisited)).
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2. Bemerkung (Grofster gemeinsamen Teiler ggT):

Zur Veranschaulichung geben wir ein Beispiel, wie man mit Hilfe des FEuklidischen
Algorithmus den grofiten gemeinsamen Teiler ggT(a,b) zweier ganzer Zahlen a und
b berechnen kann: Sei a = 29 und b = 17. Dann gilt:

20 =1-17+12;
17=1-12+5;
12=2.5+2:
b=2-241;
2=2-1+4+0.

Der ggT(a,b) ist der letzte Rest ungleich Null. Es gilt also ggT(29,17) = 1. In
analoger Weise berechnet man unter Verwendung der Polynomdivison mit Hilfe des
Euklidischen Algorithmus den ggT(f, g) zweier Polynome f, g € C[X].

3. Bemerkung (Einheiten):

Einheiten sind alle Elemente einer Menge, die beziiglich der gegebenen Verkniipfung
ein inverses Element innerhalb der Menge besitzen. Die Einheiten von Z bzgl. der
Multiplikation sind +1 und —1. Die Einheiten von C[X] bzgl. der Multiplikation sind
die konstanten Polynome ¢ € C*.

4. Bemerkung (Primzahlen/Primpolynome):

Primzahlen bzw. Primpolynome sind jene Elemente einer Menge, die nur durch sich
selbst, ihre Gegenzahl und die Einheiten teilbar sind. Die Primpolynome sind so-
mit genau die unzerlegbaren bzw. irreduziblen Polynome. Es gibt unendlich viele
Primzahlen und Primpolynome.

5. Bemerkung (Definition von ny(.)):

Fiir ein Polynom f ist no(f) definiert als die Anzahl der verschiedenen Nullstellen
von f. Im Raum C[X] der Polynome mit komplexen Koeffizienten bedeutet dies, dass
no(f) gleich der Anzahl der verschiedenen Primpolynome von f ist. Daher wirkt zu-
nichst eine Ubertragung von ng fiir a € Z mit ng(a) := Anzahl der verschiedenen
Primfaktoren von a als logisch. Im Raum R[X] kann jedoch die Anzahl der verschie-
denen Nullstellen von der Anzahl der Primpolynome abweichen. Beispielsweise hat
f(X) = X% + 3 zwei komplexe Nullstellen, lisst sich jedoch in R[X] nicht weiter
faktorisieren. Gliicklicherweise kénnen wir ng(f) auch als no(f) = 3_,; deg(p) dar-
stellen, wobei p die Primpolynome von f durchlauft. Analog definieren wir nun unter
Beriicksichtigung der 1. Bemerkung die Funktion ng(a) wie folgt.

Definition 6.1. Fir a € Z,In(|a|) > 0 definieren wir

no(a) == Z In(p).

pla
p Primzahl
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7 Die abc-Vermutung

Mithilfe der Analogie aus Kapitel 6 formulieren wir das Analogon des Satzes von
Mason (Theorem 4.4) fiir ganze Zahlen.

Vermutung 7.1. Fir alle teilerfremden, ganzen Zahlen a,b,c € Z\{0} mit a+b = ¢
gilt die Ungleichung

max (In(|al),In(|b]), In(|¢])) < ng(a-b-c) — 1.
Definition 7.2. Fir a € Z,1n(|a|) > 0 definieren wir

No(a) := H p.

pla
p Primzahl

Wir formen die Vermutung 7.1 wie folgt dquivalent um.
max (In(|a]), In(|6]), In(|¢[)) < ng(a-b-c) —1
< In(max(|al, [b],]c])) < Z In(p) —1

plabe
& In(max(|al, [B], |c])) < 1n(H p) 1
plabe
& max(|al, o], |c]) <K - [[p=K-No(a-b- o), (7.1)
plabe

wobei K := exp(1)~! ist und wir die Aquivalenzen unter Beriicksichtigung der Defi-
nition 6.1, des Logarithmusgesetzes In(a) 4 In(b) = In(a-b) (a,b € N5() und anschlie-
flendem Exponentieren erhalten haben.

Wir iiberpriifen die Vermutung 7.1 mit folgendem Beispiel: Fiir n € N seien
a:=3",b:=—-1, ¢:=3" - 1.

Zunéchst versuchen wir, das Produkt der Primteiler Nyo(a-b-c¢) von a-b-cin (7.1)
abzuschétzen. Die Zahl a hat als einzigen Primfaktor die 3, die Zahl b hat keinen und
die Zahl ¢ hat mindestens den Primfaktor 2, da ¢ eine gerade Zahl ist. Wir zeigen
nun mit Hilfe von vollstédndiger Induktion, dass sogar

2"(3%") — 1

fiir alle n € N gilt. Der Induktionsanfang n = 0 ist klar: es gilt 2° =12 =3 -1 =
3% — 1. Wir nehmen nun an, dass 2"|(3%" — 1) fiir ein festes n € N gilt. Wir zeigen
27+ (32" — 1) wie folgt:

3 =321 =032 -12=(3""~-1)-3" +1).
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Der Faktor 32" — 1 ist nach Induktionsvoraussetzung durch 2" teilbar. Der Faktor
32" + 1 ist durch 2 teilbar ist, da 32" + 1 eine gerade Zahl ist. Damit ist das Produkt
der beiden Faktoren (32" —1)- (32" 4+1) = ¢ durch 2"*! teilbar, womit die Behauptung
bewiesen ist. Der Faktor ¢/2" besitzt moglicherweise weitere Primfaktoren, welche in
ihrer Vielfachheit eingehen, jedoch nicht den Primfaktor 3. Damit erhalten wir die
folgende Abschétzung:

6 n
No(a~b-c)§3-1-2-2%:2—n(32 —1)
6 o
327'32- (7.2)

Da a+b = c mit a, b, c teilerfremd und trivialerweise |a| = 3*" < max(|al, |b|,|c|) gilt,
erhalten wir aus der Vermutung 7.1 die Ungleichung

32" < K-Nyla-b-c)

6 n
<K.-—.3?
—_ 27’L )

wobei die zweite Ungleichung aufgrund von (7.2) besteht. Division durch 3" liefert
die Abschétzung

6
1<K-—.
= on

Fiir n — oo gilt jedoch 6/2" — 0. Demnach miisste 1 < 0 gelten. Das ist ein
Widerspruch! Die Vermutung 7.1 ist also in dieser Form falsch.

Die richtige Formulierung der bis heute noch unbewiesenen abc-Vermutung lautet:

Vermutung 7.3 (Die abe-Vermutung). Zu € > 0 existiert eine Konstante K (e),
so dass fir alle teilerfremden, ganzen Zahlen a,b,c € Z\{0} mit a + b = ¢ die

Ungleichung
max (|al, [b], |c]) < K(€) - No(a-b-c)'**

gilt.

8 Die abc-Vermutung impliziert die Fermat-Vermutung

Wire die abe-Vermutung bewiesen, so erhielte man einen sehr kurzen Beweis fiir die
Richtigkeit der Vermutung von Fermat fiir grofse Exponenten n € N.
Proposition 8.1. Aus der abc-Vermutung 7.3 folgt, dass die Vermutung von Fermat

fiir grofie Exponenten n € N korrekt ist.
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Beweis. Seien x,y, z € Ny teilerfremd mit
"+ y"t=2"
Wir setzen a := 2",b := y"” und c := 2". Dann gilt
No(@™ 4"+ 2™ = No(w -y ) <y =

Diese Abschéitzung liefert zusammen mit abe-Vermutung 7.3 die Ungleichungen

" < K(e) - (x-y-2)T, (8.1)
Y < K(e) - (xoy-2)t :
< K(e) - (z-y-2)tTe (8.3)

Multiplikation von (8.1), (8.2) und (8.3) ergibt die Ungleichung
(zy2)" < K(e)’ - (x-y - 2)". (8.4)
Wir setzen € := 3¢ und dividieren (8.4) durch (z -y - 2)3*¢. Man erhalt
(z-y-2)" ) < K()/3)3,
Logarithmieren dieser Abschétzung liefert
(n—(B+¢)) In(z-y-2) <3-In(K(/3)).

Da a,b,c € Nygund a+b = cist, gilt z-y-2z > 2 und damit 1/In(z-y-2) < 1/In(2).
Damit folgt

n—(3+¢€)< 1;22) ‘In(K(€/3))
= n < 111?2) ‘In(K(€/3)) + (3+¢€).

Wir erhalten also eine Schranke fiir n, so dass sich die Fermatsche Vermutung fiir
alle gentigend grofsen natiirlichen Zahlen n als korrekt herausstellt. ]

2 Schon, dass ihr uns bis hierher gefolgt seid. Leider ist es fiir uns an der Zeit,
Schluss zu machen, aber wir hoffen, es hat euch gefallen und es war klar versténdlich.
Wir hatten jedenfalls eine Menge Spaf hier und finden es schon, dass noch andere
Interesse an der Mathematik zeigen. Samtliche Rechtschreibfehler sind copyrighted.
Missbrauch hat gerichtliche Konsequenzen. Sollte noch etwas unklar sein, schlieften
wir mit Einsteins Worten: ,Man sollte nie authéren, Fragen zu stellen! =
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Hyperbolische Geometrie

Teilnehmer:
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Gruppenleiter:

Thomas Neukirchner Humboldt-Universitat zu Berlin

Ziel des Kurses war, die hyperbolische Geometrie der Ebene aus Sicht ih-
rer Isometrien zu erkunden. Als Ausgangspunkt haben wir zunéchst die
abstands- und orientierungserhaltenden Abbildungen der Euklidischen Ebe-
ne untersucht, und gezeigt, dass sie sich als Verkniipfung zweier Spiegelungen
an Geraden darstellen lassen. Je nachdem, ob die Geraden parallel sind oder
sich schneiden, entsteht als Abbildung eine Verschiebung oder Drehung.

Fiir das Poincaré-Scheiben-Modell der hyperbolischen (Geometrie haben wir
Geraden und Spiegelungen an ihnen definiert und daraus die Geometrie von
hyperbolischen Kreisen und Dreiecken abgeleitet. Das geometrische Werk-
zeug dafiir bestand im Wesentlichen aus der Inversion am Kreis. Abschlie-
RKend wurde mit den erarbeiteten Mittel bewiesen, dass der Fliacheninhalt
eines sphérischen bzw. hyperbolischen Dreiecks sich aus dessen Winkelsum-
me bestimmt. Diese Tatsache zeigt sich eindrucksvoll in einigen Bildern von
M.C.Escher.

Neben der theoretischen Kursarbeit haben sich die Teilnehmer intensiv mit
der dynamischen Geometrie Software Cinderella beschiftigt, mit der auch
alle Illustrationen des vorliegenden Textes erstellt wurden.
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1 Euklidische Geometrie der Ebene

1.1 Parallelen-Axiom

Die Euklidische Geometrie befasst sich mit den Eigenschaften von Punkten,
Geraden, Kreisen und Winkeln. Thr axiomatischer Aufbau hat sich {iber zwei
Jahrtausende bewihrt, fithrte aber auch zu einer Frage, auf die lange Zeit
keine Antwort gefunden werden konnte: Ist das Parallelenaxiom eine logische
Folgerung der anderen Euklidischen Axiome?

Parallelenaxiom der Euklidischen Geometrie: Gegeben sei-
en eine Gerade [ und ein Punkt P ¢ [. Dann existiert genau eine
Gerade m durch den Punkt P, die [ nicht schneidet. Eine solche
Gerade wird als Parallele bezeichnet: [||m.

Heutzutage stehen die analytischen Methoden der Geometrie im Vorder-
grund, da sie sich wesentlich leichter handhaben lassen als eine aus Axio-
men synthetisch aufgebaute Geometrie. Eine wesentliche Rolle spielen dabei
Isometrien.

1.2 TIsometrien

Eine Isometrie ist eine Abbildung der Ebene auf sich selbst, bei der Lingen
und somit auch Winkel unverdndert bleiben. Beispiele fiir Isometrien sind:

e Spiegelung: Die Spiegelung an einer Geraden [ bezeichnen wir mit .S;.
Die Spiegelung kehrt die Orientierung um.

e Translation: Sie ist die Verkniipfung S; o S,, zweier Spiegelungen an
parallelen Geraden [ || m und entspricht der Verschiebung lings einer
Geraden senkrecht zu [, m. Die Translation erhélt die Orientierung.

e Rotation: Sie ist die Verkniipfung S; o S,, zweier Spiegelungen an
nichtparallelen Geraden [ }f m und entspricht der Drehung um deren
Schnittpunkt P =1 Nm.

Allgemein gilt:

Satz 1.1. Jede Isometrie der Ebene ist die Verkniipfung von 1, 2 oder 3
Spiegelungen an Geraden. Insbesondere ist eine orientierungserhaltende Iso-
metrie entweder eine Translation oder eine Rotation.
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All das fiihrt uns zu der Frage, wie eine Geometrie beschaffen sein miisste,
bei der es keine Parallelen bzw. viele Parallelen gibt?

2 Spharische Geometrie

Als Modell der sphérischen Geometrie betrachten wir die Oberflache einer
Kugel, auch Sphére genannt, und definieren:

e S-Geraden sind Grofskreise, d.h. Schnitte der Sphére mit Ebenen
durch den Mittelpunkt.

e S-Punkte sind Paare antipodaler, also einander gegeniiberliegender
Punkte auf einer S-Geraden.

e S-Winkel entsprechen den Euklidischen Schnittwinkel von Grofskrei-
ses, d.h. dem Schnittwinkel der entsprechenden Ebenen.

Anhand dieses Modells wird deutlich, dass sich zwei S-Geraden stets schnei-
den, es also keine Parallelen geben kann (ein Breitenkreis hat zwar konstanten
Abstand zum Aquator, ist aber keine S-Gerade und damit auch kein Kandi-
dat fiir eine Parallele). Daraus folgt, dass die Verkniipfung zweier Spiegelun-
gen S; o S, immer eine Rotation ist um den Schnittpunkt [ N m der beiden
S-Geraden [, m. In der spharischen Geometrie gibt es keine Translationen.

2.1 Winkelsumme eines spharischen Dreiecks

Die Innenwinkelsumme eines Dreiecks in der Ebene betragt 27. Das sphéri-
sche Dreieck ist hingegen gewolbt und hat daher augenscheinlich eine grofere
Innenwinkelsumme. Insbesondere ist die Innenwinkelsumme nicht konstant
und es stellt sich folgende Frage:

Ko6nnen wir die Innenwinkelsumme eines sphérischen Dreiecks aus dem Ver-
héltnis seines Flicheninhalts gegeniiber dem Flacheninhalt der gesamten
Sphére bestimmen?
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ADreieck und ASphéire sind bekannt. = o+ 6 + 7y =7

Eine Sphére lisst sich mit Hilfe von mehreren S-Geraden durch einen Punkt
wie eine Mandarine in Stiickchen zerteilen. Diese Stiickchen kann man auch
als Zweiecke bezeichnen, da sie jeweils zwei gleiche Ecken besitzen, die auf
der Sphire sich genau gegeniiber liegen.

Die Fliche eines solchen sphérischen Zweiecks verhilt sich zu der Gesamtfla-
che der Sphére wie einer seiner beiden Winkel zum Vollwinkel.
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(6%
AZweieck = ASphiire . % (1)

Zuriick zum spharischen Dreieck. Das sphéarische Dreieck kann als eine Fléche
angesehen werden, wo sich drei sphérische Zweiecke iiberlappen. Somit kon-
nen wir die Gesamtfliche der Figur, die von diesen drei Zweiecken gebildet
wird, bestimmen, indem wir die Flachen der einzelnen sphérischen Zweie-
cke summieren und zweimal die Flache des sphérischen Dreiecks abziehen.
Schneiden wir diese Figur gedanklich aus der Sphére aus, so bleibt von der
Sphére eine Figur iibrig, die zu unserer Figur kongruent ist. Somit konnen
wir die halbe Fliache der Sphére mit der Fliche unserer Figur gleichsetzen:

AS hire a 6 il
71)2 (:) ASphére : % + ASphéire : % + ASphére : % -2 ADreieck
a+ B+
= ASphire . 277 -2 ADreieck
m
- 1 _ Oé+ﬁ+’7_2.ADreieck
2 2 ASphire
o ADreieck
& T = a+f+y—4r-
ASphire

und wir erhalten:

Satz 2.1. Der Flicheninhalt eines sphdrischen Dreiecks im Verhdltnis zur
Gesamtfliche der Sphdre bestimmt sich aus der Innenwinkelsumme des Drei-
ecks durch folgende Gleichung:

A Dreieck

4 = a+f+y-—m

ASphdre

3 Inversion am Kreis

Die Inversion am Kreis ist eines der elementaren Hilfsmittel, um spéater das
Poincaré-Modell der hyperbolischen Ebene einfiihren zu koénnen. Da diese
Operation jedoch nicht so geldufig ist und zudem auch Euklidisch gesehen
jede Menge interessanter Eigenschaften hat, widmen wir ihr einen eigenen
Abschnitt.
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Definition 3.1. Sei Y ein Kreis um P mit Radius r. Far X # P ist der an
Y invertierte Punkt X' charakterisiert durch:

|PX|-|PX'| = r?

. N
PX'=\-PX fur ein X >0

Die Abbildung

Fy:R*\ {P} — R?\{P}
X - X

heift Inversion am Kreis Y. Formal setzen wir:

F(P)=o00, F(oc0)=P

3.1 Geometrische Konstruktion

Es ist moglich, die Inversion am Kreis zu konstruieren, falls Xﬂlnnern
des Kreises liegt. Dazu zeichnet man eine Senkrechte zum Strahl OX Durch
X. An den Schnittpunkten P der entstandenen Sekante mit der Peripherie
legt man Tangenten an den Kreis. Der Schnittpunkt dieser Tangenten ist der
gesuchte Bildpunkt X”.
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Will man einen Punkt auferhalb des Kreises invertieren, so muss man diese
Schritte in umgekehrter Reihenfolge ausfiihren.

Beweis. Man beachte, dass die Dreiecke OX P und OPX’ dhnlich sind. Aus
|OP| = r folgt dann:

oX| r
r _|OX’\

& |0X|-|0X'| =1?

3.2 Kreisverwandtschaft und Winkeltreue

Die Inversion am Kreis besitzt viele niitzliche Eigenschaften. Einige davon
werden wir in diesem Teilabschnitt vorstellen.

Satz 3.1. Sei F' eine Inversion am Kreis mit Zentrum O. Dann gilt:

(i) F bildet Kreise, die nicht durch O gehen, wieder auf solche ab.

(it) F bildet Kreise durch O auf Geraden ab (und umgekehrt).

Dies zeigt man, indem man dem zu invertierenden Kreis ein rechtwinkliges
Dreieck einbeschreibt, dessen Hypotenuse also ein Durchmesser des Kreises
ist, und zeigt, dass nun die invertierten Dreiecke dhnlich sind. Auf den ge-
nauen Beweis verzichten wir.

Satz 3.2. Die Inversion am Kreis erhdlt Schnittwinkel von Kurven, d.h. die
Inversion am Kreis ist winkeltreu.
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Zum Beweis geniigt es zu zeigen, dass der Schnittwinkel eines zentralen
Strahls OX mit einer Geraden X B gleich ist dem Schnittwinkel des sel-
ben Strahls mit dem Bild der Geraden X B unter Inversion, also dem Kreis
durch die Punkte OX'B’.

\
i

Auch hier verzichten wir auf einen ausfiihrlichen Beweis.

Satz 3.3. Sei X' = Fy(X), X # X'. Dann gilt: Jeder Kreis durch X, X'
schneidet > orthogonal. Und umgekehrt geht jeder Kreis durch X, der X
orthogonal schneidet auch durch X'.

&
2

Beweis. Sei k ein Kreis durch X, X’ und bezeichne mit P € X N k einen
Schnittpunkt mit dem Inversionskreis. Es gilt:

Fe(X)=X', F(X)=X, Fg(P)=P
Aus Satz 3.1 folgt nun Fyx(k) = k und nach Satz 3.2 vertauschen sich die
komplementiren Schnittwinkel von & und ¥ unter Fy, und sind somit rechte

Winkel. O
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4 Poincaré-Scheiben-Modell der hyperbolischen
Geometrie

Da wir nun wissen, was Inversion am Kreis ist, konnen wir uns an die hyperbo-
lische Geometrie heranwagen. Als Modell betrachten wir eine Kreisscheibe €2
und beschreiben nun, was wir in diesen Modell unter 2-Punkten, ¢2-Geraden,
)-Winkel etc. verstehen wollen:

)-Gerade

Q | Kreisscheibe
0 | Kreislinie, die © berandet (gehort nicht mit zu )
Q)-Punkte | Punkte in der Kreisscheibe
)-Geraden | Kreissegmente, die 0f) senkrecht schneiden
)-Winkel | Euklidischer Winkel
)-Kreise | Durchmesser 1 Tangenten

4.1 -Geraden und Parallelen

)-Geraden teilen grundlegende Eigenschaften mit Geraden der Euklidischen
Geometrie, wie hier anhand zweier Beispiele gezeigt werden soll.

(i) Vor.: Seien A und B Q-Punkte.
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Beh.: Es existiert genau eine (2-Gerade g, fiir die gilt A, B € g.

Bew.: Sei g eine Q)-Gerade durch A und bezeichne mit k& den ihr zu-
grunde liegenden Euklidischen Kreis. Da k10¢2, muss nach Satz
3.3 der Kreis k auch durch den Punkt A’ gehen, der durch Inver-
sion von A an 02 entsteht. Liegt nun auch B auf g, so geht der
Kreis £ durch die drei Punkte A, B, A’ und ist damit eindeutig
bestimmt.

(ii) Vor.: Seien g und h 2-Geraden.
Beh.: Zwei Q-Geraden g # h schneiden sich héchstens in einem Punkt.

Bew.: Beweis durch Widerspruch: Wiirden sie sich in mindestens zwei
Punkten P, () schneiden, wéren g, h zwei verschiedene (2-Geraden
durch diese Punkte. Dies widerspricht der Eigenschaft (i).

Das Parallelenaxiom der Euklidischen Geometrie ist hingegen nicht erfiillt.
Anstelle dessen gilt:

Parallelenaxiom der hyperbolischen Geometrie: Sei g eine
Q-Gerade und P ein Q-Punkt, der nicht auf g liegt. Dann gibt es
unendlich viele 2-Geraden durch P, die g nicht schneiden. Solche
Geraden [ werden als Parallele bezeichnet.

4.2 Spiegelung und Abstandsbegriff

Da wir den Abstand in der hyperbolischen Geometrie nicht einfach mit kon-
ventionellen Werkzeugen (Lineal, Makband, etc. ..) ausmessen konnen und
die Berechnung nicht trivial ist, brauchen wir andere Mittel, um uns unter
Absténden in der hyperbolischen Geometrie etwas vorstellen zu konnen.

Definition 4.1. Die Spiegelung S, an einer Q-Geraden g sei die Inversion
Fy an dem g zugrunde liegenden Kreis k. Diese bildet 2 auf sich selbst ab.

Wir fordern also von unseren Spiegelungen an ()-Geraden, dass sie abstand-
serhaltend sind, und konnen auf diese Weise Strecken mit einander verglei-

chen. Insbesondere erhalten wir 3 verschiedene Typen von Isometrien der
Form S,, o S;:
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Translation: Horozyklus-Rotation: Rotation:
[, m ultraparallel [, m asymptotisch [,m schneiden sich

5 Steiner’s Kreiskette

Steiner‘s Kreiskette (engl. porism) ist eine schone Anwendung und Veran-
schaulichung der hyperbolischen Geometrie. Es handelt sich hier um einen
Sachverhalt, der aus Fuklidischer Sicht sehr erstaunlich ist, im Poincaré-
Modell der hyperbolischen Geometrie jedoch fast trivial.

Abb.1 Abb.2

Wir betrachten einen dufseren Kreis k; und darin enthalten einen inneren
Kreis ky. Wir konnen nun das Groflenverhéltnis dieser beiden Kreise so wih-
len, dass ihr Zwischenraum von einer Kreiskette ausgefiillt wird. Es gilt nun:

Satz 5.1. Sind die Kreise ki, ko so gewdhlt, dass es eine geschlossene Kreis-
kette gibt, so schliefsit sich jede Kreiskette zwischen ki und ks.

Beweis. Fiir konzentrische Kreise k; und ko (Abb.2) ist die Aussage von
Steiner offensichtlich. Seien nun die Kreise ki, ky in beliebiger Lage. Bei
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entsprechender Betrachtungsweise dieser Kreise im Poincaré-Modell der hy-
perbolischen Geometrie konnen diese immer noch als konzentrisch betrachtet
werden, d.h. alle Kreise der Kette sind - hyperbolisch gesehen - gleich grof.
Um dies nun auch Euklidisch zu verstehen, miissen wir durch eine geeignete
(hyperbolische) Isometrie die Figur so iiberfiihren, dass die Kreise auch Eukli-
disch gleich grof sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn der (hyperbolische)
Mittelpunkt der Kreise k; und ks mit dem Mittelpunkt der Kreisscheibe (2
iibereinstimmt. Wir zeigen:

Fiir zwei disjunkte Kreise &y und ks existiert ein Inversionskreis
Y derart, dass Fy(k;) und Fy(ks) konzentrische Kreise sind.

Da Fy, Kreise stets auf Kreise abbildet und dabei Schnittwinkel (und die dazu-
gehorigen Schnittpunkte) erhalten werden, kann also jede Kreiskonfiguration
wie in Abb.1 auf eine entsprechende symmetrische wie in Abb.2 abgebildet
werden. Der Beweis kann auf zwei Arten erfolgen: analytisch oder geome-
trisch, wobei bei beiden Methoden die Konstruktion des Inversionskreises
das Ziel ist.

Analytisch betrachten wir einen Strahl durch die Mittelpunkte der Kreise k1,
ko, beziiglich dessen wir den Schnittpunkten mit k; und ko die Parameter a, b
und ¢, d, dem gesuchten Mittelpunkt von ¥ die Variable m und dem Radius
von X die Variable r zuordnen. Fiir die an ¥ gespiegelten Schnittpunkte gilt
dann:

2 / 2 2 / 2
;b —m= ;o d—m= ;od —m=
a—m b—m a—m b—m

a —m =

Die Forderung, dass die invertierten Kreise konzentrisch sind, ist dquivalent
AVK
a+bv  Jd+d
2 2

Setzen wir die ersten vier Gleichungen in die letzte ein, so erhalten wir

7,2 7“2 7“2 7“2

- -
a—m b—m c¢c—m d—m
und Auflésen nach m ergibt:

_ ac —bd ++/(a —¢)(a—d)(b—c)(b—d)
a+b—c—d

m

Fiir den Radius r konnen wir einen beliebigen Wert wihlen. Damit haben wir
konstruktiv die Existenz eines (bzw. im Normalfall zweier) solcher moglicher
Mittelpunkte fiir Inversionskreise gezeigt.
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Der geometrische Beweis beruht auf der Tatsache, dass die Inversion am Kreis
eine Involution ist, d.h.
Fy, = Fy!

Daher betrachten wir nun die Konstruktion riickwérts und gehen von zwei
konzentrischen Kreisen k; und ks aus, durch deren gemeinsamen Mittelpunkt
wir noch zwei Geraden g; und g legen. Dieses Konstrukt invertieren wir
nun an einem Kreis X, der allerdings nicht zu &y und k5 konzentrisch sein
soll (sonst bleiben diese Kreise konzentrisch) noch durch deren gemeinsamen
Mittelpunkt gehen darf, da wir sonst Geraden erhalten.

Dabei gehen die konzentrischen Kreise kq, ko iiber in disjunkte Kreise k] =
F,(k1) und k}, = F,(ks), wihrend aus den Geraden gy, g zwei sich schnei-
dende Kreise g; = F,(g1) und g5 = F,(g2) werden (Erhalt von Schnittpunk-
ten), die auch weiterhin &} und £/ im rechten Winkel schneiden (Erhalt von
Schnittwinkeln).

In umgekehrter Reihenfolge bleibt also die Aufgabe zu 16sen, zu zwei gegebe-
nen Kreisen ein Paar sich schneidender, orthogonaler Kreise zu finden. Dies
kann man durch Tangentenkonstruktionen erreichen. O

6 Winkelsumme im hyperbolischen Dreieck

Ziel dieses Abschnitts ist es das Gegenstiick zum Satz 2.1 iiber sphérische
Dreiecke in der hyperbolischen Geometrie zu beweisen:

Satz 6.1. Der Fldcheninhalt eines hyperbolischen Dreiecks mit Innenwinkeln
a, 3, st proportional zu m — o — 3 — . Insbesondere gilt o + §+ v < 7.
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Der Beweis gliedert sich in mehrere Schritte:

1. Schritt: Alle hyperbolischen Dreiecke mit 2 idealen Ecken und gleichem
Winkel sind kongruent.

Dabei bezeichnet man eine Ecke als ideal, wenn sie auf dem Rand 0f liegt.
Wir betrachten also zwei solche Dreiecke ABC und A”B”C”, die bei A den
gleichen Winkel « einschliefien. Dann findet man zwei Spiegelungen, die die
Dreiecke ineinander iiberfiihrt.

2. Schritt: Bezeichne A(aq) den Flacheninhalt eines Dreiecks mit 2 idealen
Ecken und Aufsenwinkel a;;. Nach Schritt 1 sind diese alle kongruent. Dann
gilt:

Alar) + A(Br) = Alar + 51) (2)

G, G,

G,

2.1 Spiegelung an Q-Gerade G;,, sodass A und B
sich auf einer Q-Geraden durch den Mittelpunkt
gegeniiber liegen.

2.1 Spiegelung an Q-Geraden G,und G, sodass

1.1 Spiegelung an Q-Gerade G, sodass Aauf A" abgebildet wird. ! L ’
1.2 Spiegelung an Q-Gerade G, (verliuft durch A"), sodass die klar zu erkennen ist, dass die Funktion
idealen Ecken B' und C' auf B und C** abgebildet werden. A(0)+ALB) = A, (a,+B,) additiv ist.

3. Schritt: Ein Dreieck mit einer idealen Ecke hat einen endlichen Flachen-
inhalt.

In der Skizze hat das Dreieck ABC' eine ideale Ecke bei C. Dieses lasst
sich nun so in Dreiecke Dy zerlegen, die nach Spiegelungen ganz im 5-Eck
B’ABFF' Platz finden, dessen Fliacheninhalt endlich ist. Dabei entsteht B’
durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden bei A und so fort.
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4. Schritt: Alle Dreiecke mit 3 idealen Ecken haben den selben endlichen
Flacheninhalt Ajgear.

Ein solches ideales Dreieck ldsst sich in 3 Dreiecke mit jeweils 2 idealen Ecken
zerlegen. Jedes davon zerlegt sich wiederum in 2 Dreiecke mit nur einer idea-
len Ecke, von denen wir im Schritt 3 gezeigt haben, dass sie endlichen Fl&-
cheninhalt haben. Dass der Fliacheninhalt immer derselbe ist fiir ein ideales
Dreieck, lisst sich nun leicht mit (2) zeigen.

5. Schritt: Es gilt A(0) = 0, sowie A(7) = Ajgear- Nach Schritt 2 ist A(y)
additiv und - wenn man A als stetige Funktion voraussetzt - damit linear:
A(p) = m - . Fiir die Steigung m gilt also m = %, d.h.

A(p) = Aideal - % (3)

Daraus folgt:

N
>
I

Ajgear — Ala) — A(B) — A(7)
(6

— Aideal - Aideal T Aideal . é - Aideal . 1
™ s s

Aiea
= —(r-—a-p-7)

™
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7 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

In Abschnitt 4 haben wir die hyperbolischen Entsprechungen fiir Kreis und
Gerade in der Poincaré-Kreisscheibe gefunden. In diesem Abschnitt soll es
nun um deren Konstruktion mit Euklidischen Mitteln gehen.

7.1 Q-Gerade durch zwei Punkte A und B

Wir invertieren einen der Punkte an 09, z.B. A — A’ (siche Abschnitt 3.1).
Der Kreis durch A, B, A’ liefert dann die gewiinschte Q-Gerade durch A, B.
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7.2 -Kreis durch A mit Mittelpunkt M

Wir wissen, dass ein 2-Kreis k einem Euklidischen Kreis entspricht. Sei M
dessen hyperbolischer und B dessen Euklidischer Mittelpunkt. Dann liegt B
auf der Geraden OM. Ferner schneidet die Q-Gerade durch A und M als
Durchmesser den Kreis k orthogonal. Daher konstruieren wir eine Tangen-
te an die Q-Gerade durch A, M (vgl. Abschnitt 7.1) in A und setzen den
gesuchten Mittelpunkt auf den Schnittpunkt dieser mit der Geraden OM.

Aus Satz 3.3 wissen wir, dass die Mittelpunkte von Kreisen durch einen
Punkt A und senkrecht zu 02 alle auf der Mittelsenkrechten zu AA’ liegen,
aufkerhalb von 2. Diese Gerade nennt man Polare a zum Punkt A. Umge-
kehrt entspricht einer 2-Geraden m ein Punkt aufserhalb von €2, ndmlich der
Mittelpunkt M des zugrundeliegenden Euklidischen Kreises. M wird auch
als Pol zur Q2-Geraden m bezeichnet.

7.3 M.C.Escher

Allein mit Zirkel, Lineal und viel Geduld ausgestattet schuf der Kiinstler
M.C.Escher um 1960 mittels Dreiecksparkettierung in der hyperbolischen
Ebene phantastische Grafiken in seiner Reihe "Circle Limits". Vom Grund-
prinzip her werden spezielle, am Mittelpunkt der Poincaré-Kreisscheibe regel-
méfig angeordnete Dreiecke immer wieder an ihren Seiten (d.h. Q-Geraden)

gespiegelt. Dabei muss fiir die Winkel %, %, ” im Ausgangsdreieck gelten,

dass p, ¢, r natiirliche Zahlen sind, sowie % + % + % < 1 wegen Satz 6.1.
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"There is no end of possibilities. It is wonderfully satisfying to
make these pictures by hand, with pencil and paper, compass and
straightedge. I encourage you to test this theorem for yourself!"

Chaim Goodman-Strauss 2001

8 Schlussbetrachtung

Der geneigte Leser wird, nachdem er bis an dieses Stelle gekommen ist, wohl
ermiidet sein von der hyperbolischen Welt. Das wollen wir ihm nicht iibel-
nehmen, sondern vielmehr nach weiteren Anwendungsmoglichkeiten suchen.
Tatséchlich lassen sich auch kosmologische Phénomene mittels hyperbolischer
Vorstellung zwar nicht unbedingt einfacher 16sen, so aber doch geometrischer
verstehen. Wir als Seminarteilnehmer haben zumindest gelernt, dass hyper-
bolische Ameisen beim Betrachten von Eschers Bildern nicht unbedingt zu
beneiden sind und die anscheinend Euklidische Welt vielleicht hyperbolisch
besser verstiandlich wére.
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