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Warum selber rechnen — es gibt doch Computer?
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1 Einleitung

Wenn man einmal die Schiiler eines Mathematikkurses beobachtet, dann stellt
man schnell fest, dass sie ihre Taschenrechner o6fter benutzen als ihren Kopf.
Wozu man sich auch die Miihe machen, einen Wert wie (2°° 4 1) — 250 selbst
auszurechnen, wenn der Taschenrechner schon griffbereit liegt?

Warum man seinem Taschenrechner nicht immer trauen kann, haben wir in die-
sem einwOchigen Kurs erfahren. Dazu muss man ersteinmal wissen, wie ein Rech-
ner iiberhaupt rechnet, weshalb wir uns zuerst mit der Maschinenarithmetik be-
fasst haben. Weiterhin haben wir die méglichen Rechenoperationen betrachtet,
denn fiir einen Computer sind Addition und Multiplikation mit relativ geringem
Aufwand moglich. Wie man aber die Division und die Exponentialfunktion oder
auch trigonometrische Funktionen nur auf diese beiden Operationen zuriickfithren
kann, wollen wir in unserem Bericht zeigen. Um dies zu ermdéglichen, benutzten
wir Approximationen mit dem Newton-Verfahren und mit Taylor-Polynomen.
Neben der Moglichkeit, Werte selbst zu errechnen, haben wir gezeigt, wie es
durch Interpolation von Tabellen moglich ist, alle Werte exakt und effizient zu
bestimmen.

2 Maschinenarithmetik

Es gibt verschiedene Zahlensysteme. Das géngiste fiir uns ist das Dezimalsystem.
In diesem System stehen uns die Ziffern 0 bis 9 zur Verfiigung. Einem Computer
bzw. einem prozessorgesteuerten Gerét stehen aber nur zwei Zusténde zur Verfii-
gung, namlich an und aus. Diese Zustidnde werden {iblicherweise durch die Ziffern
0 (fiir aus) und 1 (fiir an) dargestellt. Das Zahlensystem, das nur aus den Ziffern
0 und 1 besteht wird als Dual- oder auch Binérsystem bezeichnet.

2.1 Darstellung von Dualzahlen

Da die Darstellung und Umrechnung von Ganzzahlen im Dualsystem allgemein
bekannt ist, mochten wir in unserem Bericht nur auf die Darstellung von Fliefs-
kommagzahlen eingehen. Eine typische normierte Flielskommazahl wird folgender-
mafen beschrieben:

j:O, 1maomg..ms3 - 261069“60_1023

Hierbei handelt es sich um ein 64bit-System. Das erste Bit wird fiir das Vorzeichen
der Dualzahl verwendet: Eine 0 bedeutet, dass die Zahl positiv ist, eine 1 dagegen,
dass sie negativ ist. Die Mantisse der Dualzahl beginnt mit 0,1. Dies ist eine
Festlegung, um die Eindeutigkeit der Zahlen zu garantieren. Danach folgen 52
Ziffern der Mantisse, welche im Bereich von 0,5 bis 1 — 2% liegt. Desweiteren



stehen fiir den Exponenten 11 Bit zur Verfiigung. Von der sich daraus ergebene
Zahl wird dann 1023 subtrahiert. Der Exponent ist dann eine Ganzzahl, die sich
im Bereich von 1024 bis -1023 befindet.

Desweiteren gibt es folgende Festlegungen:

mo.. Mgz — OANE=0—0 (1)
mindestens ein m; # O0AE = 2047 — NaN(NotaNumber) (3)

FE beizeichnet hierbei die durch eg bis eg gebilete Zahl und NaN eine Zahl, die
gar keine ist, wie z.B. %.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels, wird das 8 Bit-System verwendet, wo die Man-
tisse 5 Stellen und der Exponent 2 Stellen besitzt. Damit lassen sich beispielsweise
positive Zahlen im Bereich von 0,10000- 27!t = 0, 0625 bis 0,11111-2% =775
darstellen.

2.2 Maschinengenauigkeit

Jeder Computer macht beim Rechnen Fehler. Mathematisch bezeichnet man die-
sen Fehler wie folgt:
— e
eps 5 ,

wobei p die Anzahl der Stellen der Mantisse und b die Basis des Zahlensystems
angibt. Speziell fiir das Dualsystem gilt:

eps = 2 .95 — i
2 32
Im 8 Bit System ist die Maschinengenauigkeit also etwas mehr als eine Dezimal-
stelle. Allgemein gilt Folgendes:

L ord(z) =2(14¢)

2. zy=(zxy)(l+e), x€e{+ -, +}

3. |erye| <eps
Dies heifst, dass es sowohl zu Fehlern bei der Darstellung von Dezimalzahlen in
dualen Zahlen kommt, als auch bei jeder moglichen Kombination von mehreren

Dualzahlen. Diese relativen Fehler kénnen maximal so grof sein, wie die Maschi-
nengenauigkeit.



Beispielumwandlung Nun wollen wir die Maschinengenauigkeit anhand der
Umwandlung von 7 von der dezimalen Zahl in die duale Zahl durch das 8Bit-
System demonstrieren. Durch die Maschiengenauigkeit von 3—12 ergibt sich, dass 7
zwischen g—;w ~ 3,04 und %ﬂ' ~ 3,24 liegt.

Zuerst berechnen wir den Exponenten. Es wird bald ersichtlich, dass m zwischen
0,5-22=2und 0,5 - 23 = 4 liegt . Demnach ist der Exponent 2. Man kann dies
auch durch den Logarithmus berechnen:

05-2" = 7
log(0.5-2%) = log(m)
log(0.5) + x - log(2) = log(m)
log(m) — log 0.5

log(2)
— 2.65

Tr =

Q

a

Hierbei wird abgerundet, da die eigentliche Mantisse grofer als 0,5 sein kann.
Nun muss nur noch die Mantisse berechnet werden. Dazu teilen wir die Zahl
durch 2Fzpenent Wir erhalten rund 0,7854. Nun wird diese Zahl mit zwei multi-
pliziert. Wenn Sie grofer als eins ist, ist die niichste Stelle der Mantisse ! eins
und eins wird abgezogen, anderenfalls null. Dies wird nun solange gemacht, bis
alle Mantissenstellen gefiillt sind:

7:2%2 ~ 0,7854
0,7854-2 = 00,5708 +1
0,5708 -2 = 0,1416 +1
0,1416-2 = 0,2832+0
0,2832-2 = 10,5664 + 0
0,5664-2 = 0,1328+1
0,1328-2 = 10,2656 +0
0,11001|0

Da das carry-Bit null ist, muss nicht gerundet und auch nicht normalisiert werden.
Wir erhalten nun 0, 11001 - 219 = 0, 7854 - 22 = 3.125. Wir erhalten also 3.125 im
8Bit System fiir 7.

2.3 Addition mit Dualzahlen

Vorgehensweise Um zwei Dualzahlen miteinander addieren zu konnen, miis-
sen sie den gleichen Exponenten besitzen. Der kleinere wird an den gréfteren ange-

Tn unserem Fall die erste



glichen, indem die Mantisse der kleineren Zahl entsprechend oft durch 2 dividiert
(also das Komma nach links verschoben) wird. Dieser Vorgang wird ’Shiften’
genannt und ist auch in die andere Richtung mdéglich. Addiert man nun die Man-
tissen, muss die Dualzahl eventuell normalisiert werden, denn durch Ubertrige
kann diese von der iiblichen Darstellungsweise abweichen (z.B. 1,mams..).Dies
geschieht ebenfalls durch eine additive Verdnderung des Exponenten bei entspre-
chender Multiplikation bzw. Division der Mantisse mit 2. Anschliefend wird die
Mantisse gerundet, was mit Hilfe des sogenannten 'carry-Bits’ geschieht.

Das carry-Bit wird nur kurzzeitig gespeichert und gibt die 6. Stelle der Mantisse
an. Betrigt das carry-Bit 0, so wird abgerundet, anderenfalls aufgerundet. Die
Aufrundung kann dazu fithren, dass die Mantisse gleich 1 wird und ein weiteres
mal normalisiert werden muss.

Beispielrechnung Nehmen wir nun ein einfaches Beispiel: Gegeben seien die
zwei Zahlen 3 und 1,4375. Wenn wir diese in Bindrzahlen umwandeln, ergibt sich
0,11000-2' und 0, 10111-2°". Die kleinere Zahl wird nun nach rechts verschoben:
0,010111 - 2'° Nun addieren wir diese:

0,11000 2%
+0,010111 2%
1,00011]1 2

Da nun die Mantisse grofer als eins ist, wird sie normaliesiert. Wir verschieben die
Mantisse um eins nach rechts?und erhéhen den Exponenten um eins: 0, 1000111 -
211 Da das carry-Bit? 1 ist, wird aufgerundet. Daraus ergibt sich : 0,10010 - 2!,
Da die Mantisse nicht gleich eins ist, muss nicht nocheinmal normalisiert werden.
Wir erhalten 0,10010 - 2! = 4,5. Der richtige Wert betrigt 4,4375. Der Fehler
entsteht aufgrund der Maschinengenauigkeit.

2.4 Multiplikation von Dualzahlen

Vorgehensweise Die Dualzahlen werden multipliziert, indem die Exponenten
miteinander addiert und die Mantissen miteinander multipliziert werden. Wie bei
der Addition wird die Dualzahl nun mit einer geeigneten Shiftoperation norma-
lisiert, anschliefend gerundet und ggf. ein weiteres mal normalisiert.

2Division durch zwei
36. Stelle



Beispielrechnung Auch an einer dieser Stelle ist eine Beispielsrechnung fiir
die Anschalichkeit und dem besseren Verstindnis sehr hilfreich.

Aus Griinden der Einfachheit nehmen wir wieder die gleichen Zahlen wie auch
beim Additionsbeispiel. Wir multiplizieren 3 mit 1,4375 im 8Bit-System:

0,10111-0,11000 = 0,10111-0,1+0,10111-0,01
= 0,10001/01

Jetzt muss gerundet werden: Dabei wird die sechste und siebte Stelle der Man-
tisse abgeschnitten. Es wird nicht aufgerundet, da das carry-Bit null ist. An-
schlieffend miissen die Exponenten noch addiert werden. Es ergibt sich dann
0,10001 - 21001 = (0, 10001 - 2™ = 0.53125 - 23 = 4.25. Dieser stimmt gerundet mit
der ersten Stelle des tatsdchlichen Wertes von 4,3125 iiberein.

3 Approximation von Funktionswerten

Wir werden im Folgenden einige Techniken zum naherungsweisen Auswerten von
analytischen Funktionen entwickeln. Die Standard-Methode dazu ist die Taylor-
entwicklung. Andere spezielle Funktionswerte - insbesondere die Werte von Um-
kehrfunktionen - lassen sich mit Hilfe von Nullstellensuch bestimmen. Zu diesem
Zweck wird das Newton-Verfahren vorgestellt.

3.1 Taylor-Entwicklung

Wir betrachten eine geniigend oft differenzierbare Funktion f in der Néhe des
Punktes zg. Es gilt dann, wenn man geniigend nahe an x( bleibt, dass f(z) =
f(zo). Dabei setzen wir p(x) = f(zo). Dies ist eine konstante Funktion. Eine
bessere Niaherung an f in der Ndhe von z( ist zu erwarten, wenn man statt
einer konstanten eine lineare Funktion p; zuldsst. Dabei fordern wir zusétzlich
zu pi(xg) = f(xg), dass pi(zo) = f'(xo). Diese Gerade ist die Tangente an die
Funktion f im Punkt xy. Eine Gleichung fiir p; ergibt sich mit der Grenzwertbe-

trachtung

lim L) = Po(x) (4)

T—T0 r — 2o
Zahler und Nenner dieses Ausdrucks konvergieren gegen 0, da po(z) = f(zo). Mit
dem Satz von L ’Hospital erhdlt man

/
— -0
t—z0 T — Tp z—zo 1 —10
Ausmultiplizieren liefert
Jlim f(x) = lim f(xo) + f'(wo) (x — w0) = Jim py(2).

T—T0

6



Diese Gerade stimmt in xy mit f sowohl im Wert als auch in der ersten Ablei-
tung iiberein. Wir versuchen jetzt eine quadratische Parabel zu finden, die mit
f in Wert, erster und zweiter Ableitung iibereinstimmt. Dazu betrachten wir die
Differenz f(x) — pi(x). An der Stelle zy is diese Differenz null und auch die erste
Ableitung. f(x)—pi(x) hat also einen kritischen Punkt an xy und verhlt sich in
einer kleinen Umgebung wie a(z — )% Um die Zahl o zu bestimmen, betrachten

wir
1o 1@ =)
-z (r — x9)?
Die mehrfache Anwendung des Satzes von L’Hospital erhdlt man
f(z) = pi(z) lim f(@) = (f(zo) + f'(20)(x — 9))

lim 2L
2o (2 — 0)? - (x — a0)?

o S~ ()
z—zo  2(x — xp)
f@) _ (o)

= i .
R 9

(5)

Ausmultiplizieren liefert

fim f(r) = lim (o) + £'(0)(z — 0) + 3 (o) x — 0)” 2 Tim pa(a).

T—T0 T—T0

Mit der analogen Vorgehensweise wie in (4) und (5) erhdlt man fiir beliebige n

/ " (n)
f(Ol;O) +f(15!50)(36_360)+f éﬂ!ﬁo) f n(!%)

Diese Ndherung an f in der Nédhe von xq nennt sich Taylor-Polynom.
Die Genauigkeit der Approximation von f durch p, zeigen wir im Folgenden. Es
gilt

polz) = (x—20)%4...+ (x —z0)". (6)

(f(x) = pa(a) "+ = fFOHD (@) — plr*t =0
weil p, ein Polynom n-ten Grades ist und die (n + 1)te Ableitung gleich null ist.
Weiterhin gilt
(f(2)=pa(a)™ = / (f (@) =pa(@) "V = (fO (@)= (20)) = (P} (2)=p" (x0))-
xo

Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ergibt sich

(f(@) = pa(@))™ = FHD(E) (@ — o) — pl (€)= 0 (7)
——
fiir ein & € [z, x0]. Die n malige Integration von (7) liefert den Ausdruck
(n+1)
iy = 20

7



Beispiel
Wir nehmen f(x) = e® und xy = 0. Dann ergibt sich mit (6)

n

pule) =14+ S+ T4 (8)
Und es gilt e e
e’ — pp(x) = egm < max(1, eg)m.
Um e® mit x = M - 2F zu bestimmen, kann man wiefolgt vorgehen. Es gilt

M| €[5,1) und E € Z.
e" = (M), (9)

Es geniigt also, die Exponentialfunktion fiir Werte in [—1, 1] auswerten zu kénnen.
Dies kann mit Hilfe der Taylorpolynome p, geschehen. Dabei ist nach (7) der

Fehler maximal ﬁ Fiir 8 Stellen Genauigkeit bendtigt man schon pis. Die

Nutzung der Potenzgesetze spart aber Rechenzeit.

€M — (eM/256)256 — ((((((((QM/256>2)2)2)2)2)2)2)2' (10)

M

Bestimme 8-

Bestimme py (M) mit py aus (8).

Quadriere py(M) |E| + 8 mal.

Wenn E negativ ist, bestimme das Reziproke des letzten Ergebnisses.

Passe das Ergebnis an die Rechnerarithmetik an.

Dabei sind ein 8-Stellen Shift sowie 4 Additionen und 4 Multiplikationen fiir die
Auswertung von py nétig. Hinzu kommen weitere |E| + 8 Multiplikationen und
eine potentielle Division. Da selbst in einer 64bit Arithmetik e’ = Inf ist, ist
auch die Anzahl an Multiplikationen auf 22 beschrinkt.

Fiir hohere Genauigkeiten kann das benutzte p,, noch weiter erh6ht werden.

3.2 Newton-Verfahren

Das Finden von Nullstellen von Funktionen ist nicht immer einfach. Aus diesem
Grund gibt es Nahrungsverfahren, wie z.B. das Newton-Verfahren.

Das Newton-Verfahren funktioniert am besten, wenn als Startpunkt ein Punkt
gewahlt wird, der moglichst nah an der gesuchten Nullstelle liegt. Wir versuchen
in diesem Verfahren, die Nullstelle 2* durch mehrere Iterationen anzunihern.



al|3
M| 0,75
E |2
M/256 | 1,4142136
pa(M/256) | 1,00293398
(pa(M/256))%56 | 2,11700002
((ps(M/256))?56)* | 20, 0855369
M | 0,627673039
E |5
e3 | 20, 0855369

Tabelle 1: Schritte bei der Bestimmung von €3

Voraussetzungen dafiir, dass das Newton-Verfahren iiberhaupt funktioniert, sind
die Folgenden:

e cine stetig differenzierbare Funktion, die mindestens eine Nullstelle besitzt

e die erste Ableitung sollte nicht 0 werden an der Nullstelle

Es gibt verschiedene Herleitungen fiir dieses Verfahren. Im Folgenden stellen wir
eine von diesen vor. Diese basiert auf der zuvor vorgestellten Taylor-Entwicklung.
Sei f(x) eine stetig differenzierbare Funktion. Weiterhin sei f(z*) = 0, al die
Funktion f besitzt eine Nullstelle bei x*. Dann sei x¢ ~ z*. Jetzt betrachten wir
das p;-Polynom der Taylorentwicklung, also das Polynom bis zum Glied mit der
1. Ableitung.

f(x) = f(xo) + f'(w0) - @ — w9 = pr()

Jetzt bestimmen wir die Nullstelle z; dieses Polynoms.

f(xo) + f'(xo) - (21 — 39) =0

Nun stellt man die Gleichung einfach nur noch nach z; um.

f(wo) - (21 —20) = —f(w0)

oo = @0

L f (o)
A )
1 0 f/([lfo)



Diese Vorgehensweise kann beliebig oft wiederholt werden um immer bessere Na-
herungen fiir 2* zu erhalten und es ergibt sich dann folgende Iterationsvorschrift:

o f(xn)
Tnt1 = Tn () (11)

3.3 Konvergenz des Newton-Verfahren

Wir betrachten die Iterationsfunktion des Newton-Verfahrens

@
A= oy

Es gilt fiir die Nullstelle z* dass p(z*) = 2*. und weiterhin

do) = 1- LE S 1o
- = (e
BRG] -
Damit gilt
T = o — ()

= pla) — (o) + (@Y — ")+ B, a2 (13)

Dabei ist ¢(z,) bis zum Polynom p; der Taylorentwicklung um z* entwicklelt
und das Fehlerglied addiert worden. Mit (12) folgt ¢'(z*) = 0 da f(z*) = 0 und
f'(z*) # 0. Fiir (12) folgt damit

90”(5) *)2
5 (zn — 27)

*
Tpt1 — T =

fir ein & € [2*,x,]. Da der Abstand zur Nullstelle im (n + 1)ten Schritt vom
Quadrat des Abstands des nten Schrittes abhéngt, spricht man auch von quadra-
tischer Konvergenz. Wenn (x,, —2*) geniigend klein ist, dann ist (x,41 —2*) noch
sehr viel kleiner. Anschaulich kann man sagen, dass sich die Anzahl korrekter
Stellen der Iterierten z, in jedem Schritt etwa verdoppelt.

10



3.4 Division mit Hilfe des Newton-Verfahrens

Die Division mit Hilfe des Newton-Verfahrens beruht auf dem Prinzip, dass wir
uns eine Funktionsschar suchen die als Nullstellen die Reziprokenwerte der Zahlen
a hat, durch die wir dividieren m6chten. Eine spezielle Wahl dieser Funktionen
sorgt dafiir, dass das Newton-Verfahren ohne Divisionen anwendbar ist.

Zur Bestimmung des Reziproken einer Zahl a¢ kann man wie folgt vorgehen. Zur
Vereinfachung gehen wir von a > 0 aus. Das Vorzeichen von a und ™! ist iden-
tisch. Wir machen die folgenden Vorbetrachtungen

o a= M- 2",

Q=

_ 1 —F
= L2

o f(z)= % — M hat ﬁ als Nullstelle,

® I, 1 =, =2 1M =2,(2—M - x,).

Man muss also nur das Reziproke von Zahlen M € [0, 5; 1) bestimmen kénnen.

a = M-2F
1
Tpp1 = Tp— g—=2,(2—-M - x,)

2
Th

Diese Gleichung dient uns zur Reziprokenberechnung. Da das Verfahren schneller
konvergiert, wenn man Startwerte wihlt, die in der Ndhe der gesuchten Nullstelle
liegen, benotigen wir ein Verfahren, das uns geeignete Startwerte (xg) liefert, also
solche, die bereits nahe an ﬁ liegen. Eine einfache Moglichkeit ist eine Aproxi-
mation von 1/M durch eine lineare Funktion der Form g(z) = mz + n.

Die Funktionsgleichung kann man durch folgendes Gleichunggssystem gewinnen:

f) = 2
) -ag) = o
F)-g() = 3
1)~ o) = o

11



1/x mit Minimax-Gerade
25 T T

151

0.5

X

Abbildung 1: Minimax-Gerade

Dabei fordern wir, dass der maximale Abstand zwischen f und g an den Riandern
und an einer Zwischenstelle angenommen wird und insgesamt minimal ist. Die
Losung dieses Gleichungsystems ist die sogenannte Minimaz-Gerade

3
g(x) = —2-x+§+\/§.

Mit diesem Startwert reichen fiir 8 Stellen Genauigkeit etwa 3 Newton-Schritte.

e Bestimme zg = g(M) = —2- M + (2 + V2).

e Bestimme x5 =~ %

e Rechenbedarf: 7 Multiplikationen, 4 Additionen

Da 1/M € (1;2] liegt miissen wir nun noch die Zahl an den Mantissenbereich und
den Exponenten anpassen.

Dieses Verfahren zur Division (nach Multiplikation mit dem entsprechenden Z&h-
ler) ist tatséchlich schneller als die Vorgehensweise wie beim schriftlichen Divi-
dieren.

1 T3 . 2—E+1

_ N

12



a3

M | 0,75

E |2

xo | 1,4142136
xry | 1,3284271
xo | 1,3333153
xr3 | 1,3333333
M | 0,6666667
EF| -1

1/a | 0,3333333

Tabelle 2: Schritte bei der Bestimmung von 1/3

Anwendungen

Weitere Anwendungsmoglichkeiten sind zum Beispiel das Logarithmieren. Es gilt

o a= M- 2",

e In(a) =In(M)+In(2)-E,

e® — M hat In(M) als Nullstelle.

e vy =1, — M =g, — 1+ M- e * (Newton)

ern

Es muss also nur In(M) fir M € [1,1) durch einige Newtoniterationen aus-
gewertet werden. Dafiir sind nur Additionen und Multiplikationen notwendig.
Zusitzlich muss n(2) als Konstante zur Verfiigung stehen. Die Minimax-Gerade

fiir den Startwert ist g(z) = 1, 38629436z — 1, 35646431.

4 Der CORDIC-Algorithmus

Der CORDIC* Algorithmus ist ein effektives Verfahren, um den Cosinus und den
Sinus und damit den Tangens eines Winkels ndhrungsweise zu bestimmen. Der
Algorithmus basiert auf folgender Iteration:

4Die Abkiirzung steht fiir Coordinate Rotation Digital Computer und wurde von Jack E.
Volder Ende der 50er Jahre entwickelt.

13



al|3

M| 0,75

E |2

ro | —0,316743539
r1 | —0,287255667
To | —0, 287681982
rg | —0,287682073

In(2) -2 | 1, 38629436
23+ n(2) -2 | 1,09861229
M ] 0,549306144

E |1
In(3) | 1,09861229

Tabelle 3: Schritte bei der Bestimmung von [(n3

TIp+l = Tp — dn “UYn 27"
n = Yn dn tdp 27"
Yn+1 Y + x (14)
Zni1 = 2Zp —d, - arctan 27"
d, = sign(z,)

Alle moglichen Werte von arctan 27" fiir die verschiedenen n werden vorgespei-
chert, wobei iiblicherweise n etwas grofer als die Mantissenléinge gewdhlt wird.
Wenn |zg| kleiner oder gleich

) arctan27F = 1.743286047... (15)
k=0
ist, dann ergibt sich
Ty T - COS Zg — Yo - SIN 2
limp—oo | Yn = K X Zo-Sinzg+ Yo -coszy |,
Zn, 0

wobei der Skalierungsfaktor K gleich TI2° /1 + 272" = 1.64676025... ist. Um
nun den Cosinus und Sinus eines Winkels zu bestimmen, ben6tigt man noch die
Startwerte fiir , y und z. Die Zahl fiir die Cosinus bzw. Sinus bestimmt werden

14



sollen, ist §. Dabei kann § maximal so grof wie der bei (15) berechnete Wert sein.

Ty = =0,60725...
Yo =

zZ0 =

Das Grundprinzip ist, dass man versucht durch Drehung eines Einheitsvektors um
verschiedene immer kleiner werdende Winkel £ arctan(27") einzukreisen. Ersetzt
man die Drehung um =+ arctan(27") durch eine Drehstreckung mit dem zusitzli-
chen Faktor /1 4 2727 dann sind diese Drehstreckungen durch den Algorithmus
(14) realisiert. Zum Ausgleich der Streckung wird mit dem auf 1/K verkiirzten
Vektor begonnen. Der finale Vektor ist der um 6 gedrehte Einheitsvektor, von
dessen Komponenten cos ¢ und sin 6 abgelesen werden kénnen.

Die Vorteile bei diesem Verfahren sind zum einen, dass es sowohl Cosinus als
auch Sinus gleichzeitig berechnet und dass man zum Berechnen nur addieren und
Mantissen shiften konnen muss.

5 Oder doch lieber Tabellen?

5.1 Grundlagen

Neben der Moglichkeit die Werte einer Funktion auszurechenen, ist es auch mog-
lich, Tabellen zur Wertebestimmung heranzuziehen. Dabei werden bestimmte
Stellen  die sogenannten Stiitzstellen und die dazugehorigen Werte gespei-
chert. Dieses Verfahren wurde bevor es Taschenrechner gab zur Bestimmung von
beispielsweise Sinuswerten herangezogen. Damals ergab sich meist eine Genau-
igkeit von ca. 4 Stellen, weil die tabellarisierten Werte nicht genauer angegeben
waren. Um die Werte zwischen zwei Stiitzstellen zu bestimmen, wurde einfach
eine Gerade durch diese beiden Punkte gelegt und deren Werte als Niherungen
angenommen. Dies ist jedoch bei einer geforderten Maschinengenauigkeit von
mindestens 16 Stellen zu ungenau. Und besser als eine solche Gerade wire ein
Polynom p(x) (n — 1)-ten Grades, wobei n die Anzahl der Stiitzstellen ist.

p(x) = ap+ax+ayr® + ...+ ayz”

Dieses Polynom muss an allen Stiitzstellen die in der Tabelle abgespeicherten
Werte annehmen, p(x;) = y;. Aber noch ist unklar ob dieses Polynom iiberhaupt
existiert.

Um die Existenz dieses Polynoms zu beweisen, definieren wir zuerst ein soge-
nanntes Lagrange-Polynom (n — 1)-Grades, fiir das gilt:
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Lilz;) = {é :i (16)

Durch Multiplikation der Linearfaktoren ergibt sich:

li = (x—m)(w—29) - (z — 2 1) (T —2i31) - (T — )

li(s) (zi — 1) (2 — @2) -+ (25 — i1 ) (@5 — Tiga) -+ (25 — )

Dadurch ist in /; die Bedingung [;(x;) = 0 fiir ¢ # j erfiillt. Durch Teilung von [;
durch [;(z;) ist auch die zweite Bedingung [;(z)/l;(x;) = 1 fir ¢ = j erfiillt und
L;(z) ist nun definiert mit

Daraus ergibt sich fiir p

p = a1L1 —|—CL2L2 + ... —I—anLn.

Und fiir die Stiitzstellen z;

p(xl) = CL1L1 (flfz) + CLQLQ(?L’Z') 4+ ...+ anLn(zl)

Dabei ist jedoch wegen Bedingung (16) jeder Summand aufer a;L;(x;) gleich
Null, denn L; und a; beziehen sich nur bei der Stiitzstelle z; auf das gleiche i
und damit ist der Faktor L; in jedem anderem Summanten Null. Folglich ist
p(z,) = a, = yp. Durch Koeffizientenvergleich an allen Stiitzstellen ergibt sich

p(x) = yili(z) +y2Llo(z) + ... 4+ ypLn(z).

Dieses Polynom existiert und erfiillt alle vorher an p(x) gestellten Anforderungen.
Auch wenn die Existenz dieses Polynoms nun bewiesen ist, ist noch nicht klar,
dass dieses eindeutig ist, dies wie folgt zeigen.

Nehmen wir einmal an, es gibt neben dem Polynom p(z) das Polynom ¢(x),
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welches auch an allen Stiitzstellen x; durch die zugehorigen Funktionswerte y;
lauft. g(x) ist wie p(x) ein Polynom (n — 1)-ten Grades.

Wiiren p(x) und ¢(x) unterschiedlich, dann lieke sich die Differenz r durch r =
p — q beschreiben. Da dies an allen Stellen von p und ¢ gilt, folgt daraus auch

r(z) = pla) —qle). (17)

r(z) ist ein Polynom (n — 1)-ten Grades, da es die Differenz von zwei Polynomen
(n — 1)-ten Grades ist. Aus (17) geht hervor, dass r(z;) immer gleich Null ist,
da p und ¢ an den Stellen z; gleich y; sein miissen. x; steht fiir die Stiitzstellen,
deren Anzahl n ist (siche oben). Damit hat r n Nullstellen. Es gibt nur ein
Polynom, dessen Grad kleiner ist als die Anzahl seiner Nullstellen und das ist
die Nullfunktion. Deshalb gilt r(z) = 0 woraus folgt p(z) = ¢(z) und bewiesen
wire, dass nur ein Polynom p(z) vom Grad (n — 1) existiert, welches durch alle
Stiitzstellen verlauft.

Durch Interpolation mit dem Polynom lassen sich die Werte zwischen den tabella-
risierten Stiitzstellen approximieren. Um eine sehr hohe Genauigkeit zu erhalten,
miisste nun eigentlich nur die Anzahl an Stiitzstellen entsprechend hoch gew#hlt
werden. Wenn alle Stiitzpunkte gleich verteilt werden ergibt sich jedoch eine sehr
grofse Abweichung an den Réndern des in der Tabelle angegebenen Intervalls.
Dieses Bild verdeutlicht die Abweichung bei einer Anniiherung an die Sinuskurve
(gestrichelt) mit einem Polynom bei 20 gleich verteilten Stiitzstellen:

anidistante I1terpolation
12 T
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5.2 Tschebyschev-Interpolation

Um diese Abweichung zu beheben ist es sinnvoll die Verteilung der Stiitzstellen
zu verdndern, indem man mehr Stiitzstellen an den Randern wihlt. Um diese
Verteilung zu optimieren wurde das sogenannte T'schebyschev-Verfahren entwi-
ckelt.

Bei diesem Verfahren wird nach einem Polynom n-ten Grades gesucht, das in dem
Intervall [—1; 1] den maximalen Betrag 1 hat sowie alle Maxima und Minima bei
+1. Dabei steht n fiir die Anzahl der spiteren Stiitzstellen. Das Polynom, welches
diese Bedingungen erfiillt heilst Tschebyschev-Polynom T,:

n=0:T, = 1
n:1:T1 = T
n=2:T, = 222—1

n==k:T, = cos(k-arccos(x))

Um die Nullstellen zu bestimmen wird 7;, gleich Null gesetzt, da der Cosinus
seine Nullstellen bei T + (7)i fiir alle ¢ € N hat, ergibt sich:

k(arccos(z)) =
arccos(x) =

A cos(%(%—l—i))

Der Cosinus nimmt auf dem Intervall [0; 7] die Werte aus dem Intervall [—1;1] an.
Daraus ergibt sich die Ungleichung 0 < %(%—I—Z) < 7, das heifst 7 nimmt alle Werte
zwischen ¢ = 0 und ¢ = k —1 an. Dies bedeutet auch, dass es ingesamt k& Nullstel-
len gibt welche als Stiitzstellen dienen. Die Polynominterpolation einer beliebigen
Funktion an diesen Stiitzstellen weist eine bedeutend hohere Genauigkeit auf als
mit gleichverteilten Stiitzstellen. Eine Vergleichsrechnung zu den gleichverteilten
Stiitzstellen zeigte nur noch Abweichungen in der Grofenordnung der Maschi-
nengenauigkeit und die Graphen der Funktion und der Interpolierenden waren
deckungsgleich.
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5.3 Das Horner-Schema

Wie bereits gesehen, basieren viele Naherungsverfahren auf Polynomauswertun-
gen (Taylorpolynome, Interpolationspolynome). Dabei kommt der Effizienz und
Rechengeschwindigkeit eine immer grofere Bedeutung zu. Dies hat zur Folge,
dass versucht wird, die Algorithmen zu optimieren.

Das Horner-Schema ist eine spezielle Anordnung der Faktoren eines Polynoms

p(x) =ap+xa; + 372@2 + x3a3... + z"a,,

Bei Betrachtung ergibt sich, dass hier n Additionen benétigt werden. Hinzu kom-
men noch zur Auswertung der z*-Potenzen jeweils (k—1) Multiplikationen. Durch
den steigenden Exponenten addiert mit den Multiplikationen der x-Potenzen und
der dazugehorigen Koeffizienten a; ergeben sich insgesamt n{ntl) Multiplikatio-

2
nen.

Wird das z ausgeklammert ergibt sich folgedes Polynom:
p(z) = ag + z(ay + way + 2%az... + 1" 'a,)

Nun wird  im entstandenen Faktor wieder ausgeklammert so dass sich folgendes
Polynom ergibt:

p(l’) = ap + «T(al + 37(@2 + xas... + In_2an))
Dieses Prinzip lésst sich n-mal wiederholen, sodass sich folgendes Polynom ergibt:
q(x) = ap + z(ar + z(as + z(as... + zay))...))

Dieses Polynom ¢(z), das durch dquivalente Umformung aus dem urspriinglichen
Polynom p(z) hervorgegangen ist wird jetzt noch auf Effizienz untersucht. Ge-
naues Zihlen liefert, dass n Additionen und nur noch n Multiplikationen nétig
sind.

6 Fazit

Wozu nun selber rechnen? Mit unserem Projekt sollte verdeutlicht werden, wie
ein Computer rechnet und vor allem sollte gezeigt werden, wo die Grenzen un-
serer Rechner liegen. Wenn man diese Grenzen kennt, weifs man auch, ab wann
man selbst rechnen muss. Auch wenn die Maschinengenauigkeit bei einem 64bit-
Zahlensystem sehr klein erscheint, kann in lingeren Rechnungen mit vielen Ite-
rationen so oft aufsummiert werden, dass das Ergebnis entweder verfilscht oder
ganzlich ungenau wird. Wenn man jedoch weifs, dass das Ergebnis eines Rechners
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nicht immer exakt sein kann, lohnt es sich lingere Rechnungen schon anfangs so
einfach wie moglich zu halten, damit die vermutete Ungenauigkeit so gering wie
moglich wird und besser beriicksichtigt werden kann.

20



Komplexe Zahlen und Geometrie

Teilnehmer:

Niklas Rughoft Herder-Oberschule

Jan Putzig Heinrich-Hertz-Oberschule
Ron Wenzel Heinrich-Hertz-Oberschule
Alexey Loutchko Heinrich-Hertz-Oberschule
Joe Hannes Gerstung Heinrich-Hertz-Oberschule
Jorn Brodthagen Andreas-Oberschule
Gruppenleiter:

Heino Hellwig Humboldt-Universitdt zu Berlin,

Mitglied im DFG-Forschungszentrum MATHEON
,Mathematik fiir Schliisseltechnologien*

Unsere Arbeitsgruppe befasste sich mit den komplexen Zahlen und ihrer geome-
trischen Darstellung. Die komplexen Zahlen wurden dann zur Losung einfacher
geometrischer Probleme herangezogen. Die Inversion am Kreis und die stereogra-
phische Projektion wurden eingefiihrt und einige ihrer Eigenschaften bewiesen.
Mit diesem Wissen konnte dann die Mobiustransformationen geometrisch gedeu-
tet werden, welche im Kurzfilm Mdobius Transformations Revealed auf eindrucks-
volle Weise visualisiert wurden.
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1 Der Korper der komplexen Zahlen

In diesem Abschnitt werden kurz die grundlegenden Eigenschaften der komplexen
Zahlen wiederholt.

Definition: Die komplexen Zahlen C = {R x R, -, +} bestehen aus den geordne-
ten, reellen Zahlenpaaren, versehen mit einer wie folgt definierten Addition

(21,91) + (22, 42) = (21 + 22,51 + 2) (1)

und Multiplikation
(1, y1) - (T2, y2) == (122 — Y1Yy2, T1Y2 + TaU1). (2)

Damit die Menge der komplexen Zahlen einen Korper bildet, miissen bestimmte
Bedingungen erfiillt sein. Es miissen die Assoziativgesetze, die Kommutativgeset-
ze und die Distributivgesetze gelten. Auferdem muss die Menge der komplexen
Zahlen ein Nullelement (also ein neutrales Element fiir die Addition), ein Einsele-
ment (also ein neutrales Element fiir die Multiplikation) und ein inverses Element
enthalten:

e Assoziativgesetze:
((931,91) : (1’2,y2)) : (5173,y3) = (xlayl) : ((Iz,yz)) ) (933>y3))
(1, 91) + (22, 92)) + (3, 93) = (21, 91) + (22, 92)) + (23, ¥3))
e Kommutativgesetze:
(931,91) ) (1’2,92) = (5172>y2) ) (931,92)
(w1, 91) + (22, 42) = (72,92) + (21, 2)
e Distributivgesetze:

(z1,91) - (T2, 92) + (23,93)) = (v1,91) - (T2, 92) + (21, 91) - (73,93)
(w1, 91) + (2, 92)) - (3,93) = (v1,91) - (T3, y3) + (T2, 42) - (73,93)

e Existenz der neutralen Elemente:
a) bzgl. Multiplikation:

(z,9) - (1,0) = (2,9)

b) bzgl. Addition:
(z,9) +(0,0) = (z,y)
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Abbildung 1: Die Addition komplexer Zahlen

e Existenz der inversen Elemente:

a) bzgl. Multiplikation:

x1 —U1 )
at +y7) " (2 + i)

(xlayl) ) (( = (170)

b) bzgl. Addition:

Da alle Eigenschaften erfiillt sind, bildet die Menge der komplexen Zahlen tat-
sdchlich einen Korper.

Dieser neue Zahlenbereich wurde geschaffen, da Gleichungen der Form
2 =-1 (3)

in der Menge der reellen Zahlen keine Losungen haben. Die so genannte imagi-
nire Einheit i (Euler, 1777) wird eingefiihrt als ¢ := (0, 1). Es gilt dann:

i =7i-i=(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1.

Allgemein lasst sich eine komplexe Zahl z als geordnetes Paar zweier reeller Zahlen
(x,y) darstellen, wobei der x-Wert den Realteil und der y-Wert den Imagindrteil
der Zahl z bestimmt:

z=2x+yi = Re(z) + Im(2)i.

2 Die Geometrie der komplexen Zahlen

Jede komplexe Zahl z = x + yi lisst sich als Punkt P = (Re(z), Im(2)) = (z,y)
der Ebene geometrisch deuten. Die Addition und Multiplikation erlauben so geo-
metrische Interpretationen. Um die Addition zweier komplexer Zahlen v und w
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Abbildung 2: Die Multiplikation komplexer Zahlen

zu veranschaulichen, fasst man sie als Vektoren auf und verfiahrt nach der Par-
allelogrammregel, indem man v an w abtrigt. Der daraus resultierende Vektor z
ist die Summe der beiden komplexen Zahlen.

Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen ist geometrisch gesehen eine Dreh-
streckung. Um zwei komplexe Zahlen v und w in Polarschreibweise zu multipli-
zieren, addiert man die Winkel oo und 3 der beiden Zahlen und multipliziert die
Betrége |v| und |w| der beiden Zahlen.

Definitionen: Fiir jede komplexe Zahl z € C heiltt Z := = — iy die konjugiert
komplexe Zahl. Der Betrag einer komplexen Zahl wird definiert durch

12| == /(22) = /2% + 2.

Es gilt:
1
Re(z) = 5(2 +Z)

Im(z) =1/2i(z —2)
Eigenschaften der Konjungierten:
Hw+z=w+z
Hw-z=w-2z
iii) z = 2
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Kreise in der Gaufs’schen Zahlenebene:
In der Gauft’schen Zahlenebene gilt fiir den Abstand d zweier Punkte z; und z;:

d= |Zl _22‘.

Der Kreis mit dem Mittelpunkt M(a,b) und dem Radius r wird mit K,.(M)
bezeichnet. Er besteht aus den Punkten, die von M den Abstand r haben. Mit
M = a+ bi gilt.

K.(M):={z:|M—z|=r}

Da beim Rechnen die Betragsstriche storen, wird umgeformt:
M — 2" = (M = 2)(M — 2z) = (M — 2)(M - %)

Daraus folgt:
(M — 2)(M — %) =r?

2Z—Mz—Mz+MM —r2=0

Somit kann man Kreise in der Gauf’schen Zahlenebene wie folgt darstellen:
K.(M):={2€ClzZ— Mz~ Mz + MM —r* =0}, (4)

wobei MM — 72 stets eine reelle Zahl.

Komplexe Zahlen kénnen sehr hilfreich bei geometrischen Problemen sein, die
mit konventionellen Mitteln erheblich schwieriger zu l6sen wiren. Daher sollen
die komplexen Zahlen nun genutzt werden, um einige Aufgaben der Elementar-
geometrie zu losen.

Aufgabe:

Auf einer Schatzinsel stehen eine Kiefer, eine Linde und ein Galgen. Ein Pirat
hat vor langer Zeit einen Schatz dort versteckt. Er ist vom Galgen zur Kiefer
gegangen und ist um 270° gedreht die selbe Strecke nochmal gelaufen und hat
diesen Punkt markiert.Dannach ist er vom Galgen zur Linde gegangen und ist um
90° gedreht diese Strecke nochmal gelaufen und hat diesen Punkt auch markiert.
In der Mitte zwischen diesen beiden Punkten hat er den Schatz vergraben (siehe
2). Als er nach einigen Jahren wieder zuriick zur Insel gekommen ist, war der
Galgen weg. Wo ist der Schatz vergraben?

Losung:

Wir legen uns iiber die Insel ein Koordinatensystem, sodass die Baume an den
Positionen (—1,0) und (1, 0) sind. Der Galgen befindet sich ander Position (a+bi).
Nun verschieben wir den Galgen um 1 nach links und drehen ihn um 90° gegen
den Uhrzeigersinn (durch Multiplikation mit —i):

—i((a—1)+bi) =—ia+i+b=b+i(—a+1).
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Abbildung 3: Position des Schatzes

Danach verschieben wir den Punkt wieder um 1 nach rechts: wy = b+1+i(—a+
1) ist also der erste markierte Punkt. Analog machen wir dies nun fiir wy und
erhalten wy = —b — 1 4 i(a + 1). Nun berechnen wir die Position des Schatzes:

Cwitwy  b+1+i(—a+1)—-b—-1+i(a+1) ia—ia+2i
2 2 B 2

Der Schatz ist also, unabhdngig von der Position des Galgen, an der Stelle ¢
begraben!

Satz:

Konstruiert man auf den Seiten eines beliebigen Vierecks Quadrate, so sind die
Strecken, die die Mittelpunkte gegeniiberliegender Quadrate verbinden, gleich
lang und stehen senkrecht aufeinander.

Beweis:

Fiir den Beweis ziehen wir nun die komplexen Zahlen zur Hilfe. Wir wihlen
den Ursprung von C als den Punkt A und beschreiben die weiteren Eckpunkte
durch Addition von den komplexen Zahlen a,b,c,d € C. Die Eckpunkte haben
die Darstellung:

B=2a, C=2a+2b, D=2a+2b+2c, A=2a+2b+2c+2d

Unsere einzige Bedingung, damit das Viereck geschlossen ist, ist: a+b+c+d = 0.
Um den Mittelpunkt p des Quadrates iiber der Strecke AB = 2a zu erhalten,
nehmen wir nun erst die Hélfte der Seite und addieren die selbe Strecke im rechten
Winkel zu AB. Um eine komplexe Zahl um 90° gegen den Uhrzeigersinn zu drehen
multiplizieren wir sie mit i:

p=a+ at.
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Abbildung 4: Quadrate iiber einem Sehnenviereck

Ebenso verfahren wir mit den anderen Quadratmittelpunkten und erhalten:
g=2a+b+bi, r=2a+2b+c+ci, s=2a+2b+2c+d+ di.

Die den komplexen Zahlen e, f € C mit e = r — p und f = s — q zugeordne-
ten Ortsvektoren reprisentieren die Strecken zwischen den gegeniiberliegenden
Quadratmittelpunkten. Sie berechnen sich zu: e = b + 2¢ + d + td — ib und
f=a+2b+ c+ic —ta. Um nun zu zeigen, dass e und f den gleichen Betrag
haben sowie orthogonal zueinander sind, miissen wir nur zeigen, dass e +if =0
gilt. Wieder verwenden wir also die Multiplikation mit ¢, um eine Drehung um
90° zu erreichen:

et+if =b+2c+d+id—ib+ia+2ib+ic—c+a=a+b+c+d+i(a+b+c+d).

Nach unserer Voraussetzung gilt a + b+ ¢+ d = 0, also stimmt die Gleichung.
q.e.d.

Weitere Anwendungen finden die komplexen Zahlen in der Zahlentheorie. Wir be-
trachten dazu das Gaufische Zahlengitter I', welches aus allen Zahlen z = a+bi
mit a,b € Z besteht. mit dessen Hilfe lésst sich leicht der folgende Satz beweisen
lasst.

Satz (Zwei-Quadrate-Satz):

Konnen zwei ganze Zahlen M, N ausgedriickt werden als die Summe zweier Qua-
dratzahlen, so gilt das auch fiir das Produkt.
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Abbildung 5: Die Inversion am Kreis

Beweis:
Sei M =a®>+b, N=c+dund z=a+1ib, w=c+idmita,b,c,dEecZ.
Beachte, dass gilt: |a + ib|? = (a + ib)(a — ib) == a® + b* und |c + id|* = & + d°.
Dann ist:

M- N =l|a+ib]? |c+id)* = 2200 = 2wZW

und da zw € I' gilt: 2w :=u = k 44l mit k,! € Z und daher auch:

E+P=u=u-u=M-N.

3 Inversion am Kreis

Lineare Abbildungen der komplexen Ebene auf sich selber haben die Form:
f(z) =az+0b,

wobei a,b € C und |a| = 1 und beschreiben aus Translation und Rotation zu-
sammengesetzte orientierungserhaltende Bewegungen. Lineare Abbildungen der
Form

f(z) =az+0b,

wobei a,b € C und |a| = 1 beschreiben zusétzlich noch die Spiegelung und sind
nicht orientierungserhaltend. Eine weitere wichtige komplexe Abbildung ist die
Inversion am Kreis.

Definition: Die Inversion oder Spiegelung am Kreis mit Mittelpunkt O
und Radius r ist die Abbildung, welche jeden Punkt X einen Punkt X’ zuordnet,
derart, dass X’ auf der Halbgerade OX liegt und die Abstandsgleichung:

0X|-|0X'| = r?
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erfiillt.

Als komplexe Abbildung wird die Inversion am Einheitskreis durch

gegeben.

Eine wichtige Eigenschaft der Inversion ist:

Satz:

Die Inversion bildet Kreise auf Kreise und Geraden ab.
Beweis:

Gegeben sei ein Kreis in allgemeiner Form:

flz,y) =A(@*+y*)+ Bz +Cy+D =0

Inversion am Einheitskreis liefert fiir das Bild des Punktes P(X,Y) den Punkt

P(S(I,y) mit r = XQ)—iYE’ Yy = ﬁ Daher ist
X Y 1 X Y
=A——F++B——F-+C——=+D=0
f(X2+Y2’X2+Y2) X2+Y2Jr X2+Y2Jr X2+Y2+

D.h: A+ Bz +Cy+ D(X?+Y?) =0.

Es sind zwei Félle zu unterscheiden:

i) D=0—> A+ Bx + Cy =0, also eine Gerade

ii) A=0— > Br + Cy + D(2* + y?) = 0, das ist ein Kreis durch den Ursprung.
UJ

Folgerung:
Insbesondere werden Kreise durch den Ursprung auf Geraden abgebildet.

Hilfssatz:
Wir betrachten die Punkte s,t und deren Bildpunkte S, T nach Inversion am Kreis
mit Radius r. Die Streckenlénge |st| wird wie folgt transformiert:

r? . |st|
ST = ————
|57 |Os| - |Ot]
Beweis:
Es gilt:
AOst ~ ANOTS.
Dabher ist ‘ . ‘ | 0 |
s S
= 6
| ST | | OT | (6)
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Abbildung 6: Ahnliche Dreiecke bei der Inversion am Kreis.

und wegen

T2

| Ot |

Setzen wir (7) in (6) ein, so erhalten wir gerade die Behauptung.

| OT [=

Theorem von Ptolemaios:

Vorraussetzung: Viereck ABC'D mit ABCD € Kreis K.

Behauptung: Die Summe der Produkte der gegeniiberliegenden Seitenldngen ist
gleich dem Produkt der Diagonalenlédngen:

|AD[ - [BC| + [AB| - |CD[ = |AC| - |BD| (8)

Beweis:
Wir legen einen Inversionskreis K mit D als Mittelpunkt fest, der das Viereck
komplett umfasst. Dann gilt:

|AIBI| + |B/C/| — |Alcl|

Mit obigem Hilfssatz folgt:

r? . |AB] r? - |BC)| r? - |AC|
AB|= ——— B(|=——— Al | = ——.
| | |AD||BD| | | |BD||CD| | | |AD||CD|
Also:
|AB| |BC| B |AC|
|AD||BD| * |BD||CD| |AD||CD|
und daher:

[AB||CD| + |BC||AD| = [AC||BD| o
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Abbildung 7: Anwendung der Inversion beim Beweis des Theorems von Ptole-
maios.

4 Die stereografische Projektion

Da die Stiitzung f(z) = 1 und die Inversion g(z) = 1, Kreise nicht nur auf Kreise
und Geraden nicht nur auf Geraden, sondern auch Kreise auf Geraden und Gera-
den auf Kreise abbilden, ist es sinnvoll, diese Abbildungen nicht in der Zahlenebe-
ne sondern auf einer Kugel zu untersuchen. Die RIEMANN’schen Zahlenkugel hat
den Radius % und ihr Siidpol liegt auf dem Ursprung. Die Stereografische Projek-
tion ist die Abbildung, die jeden Punkt auf der Oberfliche der RIEMANN’schen
Zahlenkugel einem Punkt der GAUSS’schen Zahlenebene zuordnet. Hierfiir wird
eine Gerade durch den Nordpol der Zahlenkugel und den entsprechenden Punkt
auf der Kugeloberfliche gelegt. Der Schnittpunkt dieser Gerade mit der Zahle-
nebene ist der gesuchte Punkt auf der Zahlenebene. Der Nordpol N (0,0,1) wird
dabei dem formal eingefiihrten Punkt P, zugeordnet. Punkte der Ebene werden
auf die gleiche Weise Punkten der Kugeloberfliche zugeordnet. Interessanterweise
werden Geraden und Kreise immer als Kreise auf die Kugeloberfliche projiziert.
Der Beweis, dass jede Gerade als Kreis abgebildet wird ist denkbar einfach:

Da die Schnittlinie einer Ebene und einer Kugel stets ein Kreis ist, ist auch das
Bild einer beliebigen Gerade ein Kreis durch den Nordpol. Dieser Kreis entspricht
der Schnittlinie von Kugel und Ebene, in der sowohl die Gerade, als auch der
Nordpol liegt.
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Abbildung 8: Die stereografische Projektion.

Satz:
Kreise werden bei der stereografischen Projektion wieder auf Kreise abgebildet.
Beweis:
Wir ziehen eine Gerade durch die Punkte N(ordpol) (0,0,1), P’(u,v,w) und P
(x,y,0). Ausgehend von (0,0,1) + A((z,y,0) — (0,0,1)) erhalten wir die Gerade
g : (Az, Ay, —A+1). Durch Einsetzen in die Kugelgleichung u® + v* + (w — 3)? =
(3)?, ergibt sich hier die Gleichung;

1 1

(A + (O + (A + 5 = (57 )

Davon ausgehend, das A verschieden von 0 ist, ergibt sich:

10
? +y? +1 (10)

(u,v,w) =

Setzen wir diese Formeln fiir die entsprechenden Variablen in eine Ebenenglei-
chung au + bv + cw = d ein, so erhalten wir nach Umstellen:

ar +by = (d—c)(2* +y*) +d (11)

Dies ist die die Gleichung fiir einen Kreis in der komplexen Ebene.

Wie wirkt sich die Inversion am Einheitskreis auf die Punkte der Zahlenkugel
aus? Es gilt:
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O Q 1 P

Abbildung 9: Spiegelung am Aquator und Inversion am Einheitskreis.

Satz:

Die Inversion am Einheitskreis entspricht in der Zahlenkugel einer Spiegelung am
Aquator.

Beweis:

Wir betrachten die Punkte P, @ und deren Bildpunkte P’, Q" nach der stereogra-
fischen Projektion. Es gilt dann:

ANOP' ~ AQ'ON,
da beide Dreiecke rechtwinklig sind und fiir die Kathetenverhéltnisse

L _logl

jorP] 1

gilt. Daher sind die Winkel ZONP und ZQ'ON gleich grofs, was bedeutet, dass
Q' das Spiegelbild von P’ am Aquator ist.

5 Die Mobiustransformationen

Eine Mobiustransformation ist eine Abbildung der Form

az+b
cz+d’

w=M(z)=

33



wobei a,b,c,d € C und ad — bc # 0.
i) Ist ¢ =0, so ist

_az+b
- d
d.h. die Md&biustransformation ist in diesem Fall eine Verkniipfung einer Skalie-

rung (um |d’|), einer Drehung (um arg(a’)) und einer Translation (um b).
ii) Ist ¢ # 0, so setze D := ad — be. Dann ist

w = M(z) =ad'z+D,

a az+b a —D
w—— = ——=
¢c cz+d ¢ clez+4d)

Die Mobiustransformation ist in diesem Fall eine Verkniipfung von:

a) Verschiebungen (Translationen)

b) Drehstreckungen

¢) Inversion am Einheitskreis und

d) Spiegelung an der x-Achse.

Mit Hilfe der RIEMANN’schen Zahlenkugel konnen Mobiustransformationen ver-
anschaulicht werden:

- Translationen entsprechen Verschiebungen der Kugel.

- Drehungen entsprechen Rotationen der Kugel entlang der vertikalen Achse.

- Streckungen entsprechen dem Anheben oder Absenken der Kugel.

- Inversionen am Kreis entsprechen Spiegelungen am Aquator.

Dieses wurde im Kurzfilm Moebius Transformations Revealed von Arnold und
Rogness (http://www.ima.umn.edu/ arnold/moebius/) gezeigt.
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Abhérsicheres Telefonieren mit dem Mobiltelefon oder die Sicherheit beim Einsatz
von Chipkarten sind zwei von unzéhligen Beispielen aus dem Alltagsleben, bei
denen das sichere Verschliisseln von Daten eine entscheidende Rolle spielt. Dabei
sollte das Verschliisseln dieser Daten so clever sein, dass ein Abhoren durch Un-
befugte wertlos ist, also: Lauschen zwecklos! Dies ist mit Mathematik maglich.
In unserem Sommerschul-Kurs haben wir ein 350 Jahre altes Resultat aus der
Zahlentheorie hergeleitet, welches fiir das 1977 von R. Rivest, A. Shamir und L.
Adleman erfundene Verschliisselungsverfahren, das sogenannte RSA-Verfahren,
die Grundlage bildet. Dies ist ein asymmetrisches Verschliisselungsverfahren, das
zwei verschiedene Schliissel zum Ver- und Entschliisseln verwendet. Weiter haben
wir uns mit dem sogenannten Faktorisierungsproblem beschiftigt, auf welchem
die Sicherheit des RSA-Verfahren beruht.

Ein moderneres Verfahren, das bei gleicher Sicherheitsleistung eine geringere
Schliissellinge benoétigt, benutzt elliptische Kurven. Dabei verstehen wir unter
einer elliptische Kurve eine kubische Kurve, die durch eine Gleichung der Form
y?=a34+a-22+b-x+cmit a,b, c € Q gegeben ist. Wir haben untersucht, wie
elliptische Kurven zur Verschliisselung herangezogen werden konnen. Schliefllich
haben wir die von uns erarbeiteten Verschliisselungsverfahren programmiert.

65



1 Zahlentheoretische Grundlagen

1.1 Der grofite gemeinsame Teiler

Definition 1.1. Die natiirliche Zahl d € N heifst grofiter gemeinsamer Teiler von
a € Z und b € Z, falls gilt:

(1) dla und d|b;
(2) Fiir alle ¢ € Z mit c|a und ¢|b gilt auch c|d.

Bezeichnung. (a,b):= grokter gemeinsamer Teiler von a und b.

Beispiel. Die Zahlen a = 30 und b = 12 haben die gemeinsamen Teiler 1,2, 3 und
6. Weiter gilt 1/6, 2|6, 3|6 und 6]6. Damit ist der grokte gemeinsame Teiler von
30 und 12 gleich (a,b) = (30,12) = 6.

1.2 Euklidischer Algorithmus

Normalerweise liefert die Primfaktorenzerlegung der Zahlen a und b auf einfache
Weise den grofsten gemeinsamen Teiler. Zum Beispiel erhalten wir mit Hilfe der
eindeutigen Zerlegungen a =30 =2-3-5 und b = 12 = 2-2- 3 sofort den grékten
gemeinsamen Teiler (a,b) = (30,12) =2 -3 = 6.

Dieses Verfahren ist jedoch fiir grofte Zahlen fiir den Computer sehr aufwendig
zu berechnen. Deshalb fiihren wir den Euklidischen Algorithmus ein.

Satz 1.1 (Euklidischer Algorithmus). Seien a,b € Z mit a > b und b # 0. Wir
betrachten dann die fortgesetzte Division mit Rest, welche zu dem Schema

a:ql-b—i-rl (0<T’1<|b‘)
bIQQ'Tl—i—’f’Q (O<7“2<T'1)
1 =(q3 T2+ T3 (0 <7y <ry)
Th-2 =qn Th-1+Tn (0 <r, < 7ﬂnfl)

Tn—1 = 4n+1 " Tn +0

fiihrt. Dieses Verfahren bricht nach endlich vielen Schritten ab, d.h. es findet sich
ein n € N derart, dass r,.1 = 0 ist. Uberdies ist der letzte nicht verschwindende
Rest r,, ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b, d.h. es gilt

(a,b) = rp.
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Beweis. Da es nur endlich viele natiirliche Zahlen ry, ... r, mit
0<r, <...<rg<r; <|b

gibt, ist klar, dass die fortgesetzte Division mit Rest nach endlich vielen Schritten
abbrechen muss. Sei r,, der letzte nicht verschwindende Rest. Wir zeigen zunéchst,
dass r,, die Eigenschaft (1) aus Definition 1.1 besitzt, wobei wir die Gleichheiten
des obigen Schemas benutzen. Auf Grund der letzten Gleichung r, 1 = ¢uy1 - 7s
dieses Schemas gilt

Tn|7nn—1- (].].)
Wegen 1, o = ¢, - 71 + 7, folgt mit (1.1), dass auch
rn‘rn—Q

gilt. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens konnen wir damit sukzessiv die Eigen-
schaft (1) aus Definition 1.1 fiir r,, beweisen.

Nun zeigen wir, dass r, die Eigenschaft (2) aus Definition 1.1 besitzt. Dazu be-
weisen wir, dass es x,y € Z gibt, so dass

Tm=x-a+y-b (1.2)

gilt. Dazu rollen wir das Schema der fortgesetzten Division mit Rest aus Satz 1.1
wie folgt riickwérts auf

T = Tn-o — Qn * Tn-1
Tn =Tn-2 = Gn* (Tn-3 = Gn—1"Tn—2)

=Tp2 (14 Gn Gn-1) = Tn-3"Gn
Tn = (Tna = qn-2Tn3) (1 +¢u qu-1) = T3

=T (14 1) = Tn3 (G2t @ Gn1 G2~ Gn)

rm=x-a+y-b

mit ganzen Zahlen z,y € Z, was (1.2) beweist. Sei nun ¢ € Z mit c|a und c|b.
Dann gilt auch
z-aty-b)

und somit wegen der Gleichheit (1.2) auch ¢|r,. Insgesamt erhalten wir somit
(a,b) =1y,
wie behauptet. O

Hierbei haben wir auch den fiir das Folgende wichtigen Satz bewiesen.
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Satz 1.2 (Erweiterter Euklidischer Algorithmus). Seien a,b € Z mit b # 0. Dann
gibt es x,y € Z, so dass gilt:

(a,b)=z-a+y-b.
Sind speziell a und b teilerfremd, dann gilt
l=z-a+y-0.
Beispiel. Fiir a = 925 und b = 65 berechnen wir
925 =14-65+ 15

65=4-15+5
15=3-5.
Damit folgt, dass
(925,65) =5

gilt. Rollen wir das obige Schema riickwirts auf, erhalten wir

5=65—4-15
5=65—4-(925— 14 - 65)
5= —4-925+ 57 - 65.

Damit gilt
(925,65) = —4 - 925 + 57 - 65.

1.3 Rechnen modulo p

Definition 1.2. Fiir a, b € Z und eine natiirliche Zahl m > 0 definieren wir die
Operationen & : Z X Z — Z und ® : Z X Z — 7 gemél

a®b=R,(a+Db),
a®b= Ry(a-b);

hierbei bezeichnet R,,(n) den Rest der ganzen Zahl n nach Division durch m.
Beispiel. Ist m = 5, so gelten fiir a = 5 und b = 3 die Gleichheiten

563 =Rs(5+3) =3,
5©3=Rs(5-3) =0.

Definition 1.3. Wir definieren
a=b modm<= R,(a) = R,(b),

in Worten: a heiflt kongruent zu b modulo m, genau dann, wenn a und b nach
Division durch m den gleichen Rest lassen.
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Beispiel. Ist m = 5, so gilt fiir ¢ = 17 und b = 7 die Aquivalenz
17=7 mod 5 <= R;(17) =2 = R5(7),

d.h. 17 ist kongruent zu 7 modulo 5.

Bemerkung. Man kann bei einer Kongruenz modulo m fast wie bei echter Gleich-
heit rechnen. Zum Beispiel gilt fiir a =b mod m und ¢ =d mod m:

(1) ate=b+d mod m,
(2)a-c=b-d mod m.
Beispiel. Wir erkldaren nun an Hand eines Beispiels, dass man die Gleichung
a-r=1 modm,

modulo m 16sen kann, d.h. wir suchen nach einer Losung z € N mit 0 < x < m,
vorausgesetzt, dass (a, m) = 1 ist. Dies ist grundlegend fiir die folgenden Kapitel.
Sei dazu a = 23 und m = 56. Dann gilt

23-2=1 mod 56

— 23-x+y-56=1 mod 56,

wobei y € Z beliebig ist. Nun wird der Euklidische Algorithmus angewendet.

56 =2-234+10

23=2-10+3

10=3-3+1

3=3-1+0.
Nun rollen wir den Euklidischen Algorithmus riickwérts auf.
1=10—-3-3

1=10—3-(23—2-10)
1=10—3-23+6-10
1=(56—2-23)—3-2346- (56 — 2 - 23)
1=7-56—17-23.

Damit gilt
23-(—=17)+7-56 =1 mod 56
— 23 (=17)+23-56=1 mod 56
= 23-(—=17+56) =1 mod 56
— 23-39=1 mod 56.

Damit ist = 39 eine Losung der Gleichung 23 -z =1 mod 56 mit 0 < z < 56.

Bemerkung. Im Folgenden bezeichnen wir die Zahl x € N mit 0 < < m und
a-z =1 mod m mit dem Symbol a~!.

Bemerkung. Ist p eine Primzahl, dann ist die Menge F, := {0,1,...,p — 1} der
Reste modulo p ein Korper mit p Elementen.
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1.4 Die Satze von Fermat und Euler

Satz 1.3 (Satz von Fermat). Es sei p eine Primzahl. Dann gilt fir alle a € 7Z,
die nicht Vielfache von p sind:

a®'=1 mod p.

Beweis. Es sei nun p eine Primzahl und a € N kein Vielfaches von p. Zunéichst
bemerken wir, dass sich die Vielfachen

a,2a,3a,...,(p—1)a
bis auf die Reihenfolge als
L+ kip, 2+ kop, 3+ kap, ..., (p — 1) + kpap

darstellen lassen, wobei £, ... k,_; € N sind. Bilden wir das Produkt dieser Viel-
fachen, erhalten wir somit die Gleichheit

a-2a-3a-----(p—la=1+kip)-(2+kap)- (3+ksp)-...-(p— 1+ ky_1p),
welche man fiir ein [ € Z in der folgenden Form schreiben kann

p-Dl-a" " =p-1+1p
<~ (p-1a'=(p-1) modp. (1.3)

Wegen ((p — 1)!,p) = 1 gibt es nach dem Satz vom erweiterten Euklidischen
Algorithmus zwei Zahlen z,y € Zmit 1 =z - (p — 1)! + y - p, d.h. mit

rz-(p—1)!'=1 mod p. (1.4)
Multiplizieren wir nun (1.3) mit z, so erhalten wir wegen (1.4) die Aquivalenz

z-(p—D-a?t=x-(p—1)! modp
= a®'=1 mod p.

Dies beweist die Behauptung. O]

Der Schweizer Mathematiker Euler hat den kleinen Satz von Fermat wie folgt
verallgemeinert.

Satz 1.4 (Satz von Euler). Seien p, q verschiedene Primzahlen, m = p - q und
n=(p—1)(q—1). Dann gilt fir alle a € Z, die teilerfremd zu m sind:

a" = a? VY =1 mod m.

Bemerkung. Es ist moglich, den Beweis analog zum Beweis des Satzes von Fermat
zu flihren. Wir verzichten allerdings darauf, den Beweis hier anzugeben.
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2 Das RSA-Verfahren

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, wie das RSA-Verfahren funktioniert, und
es wird bewiesen, dass es korrekt ist, d.h. dass der Empfinger die Nachricht des
Senders immer richtig liest. Dieses Verfahren ist ein Public-Key-Kryptosystem,
bei dem asymmetrisch chiffriert wird, das bedeutet, dass Absender A und Emp-
fanger B verschiedene Schliissel benutzen. Hierbei miissen sich A und B weder
kennen, noch sich zu einem Schliisselaustausch treffen.

Bevor der Austausch der Nachricht erfolgen kann, miissen folgende Vorbereitun-
gen erfolgen: Der Empfanger B wahlt zwei ,grofe” Primzahlen, d.h. zur Zeit
etwa 200-stellige Primzahlen p und ¢, welche geheim gehalten werden miissen.
Daraufhin berechnet er m = p-q. Nun bestimmt B eine natiirliche Zahl k, die zu
n=(p—1)(¢—1) teilerfremd ist. Die Zahlen m und k bilden den 6ffentlichen
Schliissel, d.h. sie werden offentlich an A {ibermittelt.

Der Absender A wandelt nun seine zu iibermittelnde Nachricht in eine natiirliche
Zahl a (1 < a < m) um, z.B. mit Hilfe des ASCII-Codes. Danach verschliisselt A
die Nachricht a als

b=d* modm

und sendet b offentlich an B.

Damit der Empfanger B die Nachricht von A entschliisseln kann, muss er zunéchst
eine ganze Zahl z bestimmt, die die Kongruenz k- =1 mod n erfiillt. Mit dem
so gewonnenen geheimen Schliissel x berechnet er

c=0b" mod m.

Damit ist die Nachricht entschliisselt, denn es gilt ¢ = a.

Absender A
B wihlt zwei -- 1 Geheime Nach-
Primzahlen p, ¢ Olftenttl. Seli il richt von A:

m = p-q, die Zahl k

und eine Zahl k& Transkription als a

~

Geheimer Schlussel:
Empfanger B xmitk -z =1
mod (p —1)(¢ — 1)

—

Entschlisselter Verschlusselter
Text: Text:
¢ =b* modm b=a* modm

71



Nun wird gezeigt, dass das RSA-Verfahren korrekt ist. Dazu formulieren wir
folgenden Satz:

Satz 2.1. Seien p, q verschiedene Primzahlen und k eine natirliche Zahl, die zu
n=(p—1)-(q—1) teilerfremd ist. Desweiteren seien a, b, ¢, m und x Zahlen
entsprechend dem oben beschriebenen Vorgehen. Dann gilt a = ¢ mod m.

Beweis. Aus b=a" mod m und ¢ = b* mod m folgt
c=(a")® = d"™ mod m.
Da kxr=1 mod nmit n = (p—1)-(qg— 1), existiert ein y € Z mit
kx =1+ yn.
Damit ergibt sich a** = a'*¥" = a - a¥" = a - (a)? und somit

c=a-(a")! modm.

Da a teilerfremd zu m = p - q ist, gilt nach Satz 1.4, dem Satz von Euler, dass
a” =1 mod m gilt und damit

c=a-(a")=a-1Y=a modm,
d.h. a = ¢ mod m, wie behauptet. O

Beispiel. Zum besseren Verstandnis betrachten wir ein kleines Beispiel. Der Emp-
fanger B wahlt die Primzahlen p = 229 und ¢ = 389. Damit erhilt er

n=(p—1)-(qg—1) =228 389 = 88464.

Nun wéahlt B beispielsweise k = 43. Da 43 eine Primzahl ist und n kein Vielfaches
von 43 ist, ist k teilerfremd zu n, wie gewiinscht. B gibt nun die Zahlen

m=p-q =229 -389 = 89081,
k=43

offentlich bekannt. Der Absender A transkribiert die Nachricht ,,PI“ mit Hilfe des
ASCII-Codes als a = 8073 und iibermittelt die verschliisselte Nachricht

b= 8073* = 30783 mod 89081.

Wirenddessen bestimmt B den geheimen Schliissel x, indem er die Gleichung
k-x =1 mod n lost. So erhélt er die Losung

x = 67891.

Nun kann der Empfinger B die Nachricht entschliisseln, indem er ¢ = 0 mod m
berechnet; er erhiilt ¢ = 3078378 = 8073 mod 89081, also die Nachricht ,PI
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Beispiel. Nun ein etwas realistischeres Beispiel. Der Empfanger B wihlt die Prim-
zahlen

p = 1532495540865888858358347027150309183618739357528837633,
q = 1532495540865888858358347027150309183618974467948366513.

Damit erhélt er

n={p-1)(¢—1)
— 2348542582773833227889480596789337027376043575908906788
406607163597747756552746892633980748733486828474179584.

Nun wahlt B wieder k£ = 43. Da 43 eine Primzahl ist und n kein Vielfaches von
43 ist, ist k teilerfremd zu n, wie gewiinscht. B gibt nun die Zahlen

m=p-q
= 2348542582773833227889480596789337027376043575908906791
471598245329525473269440946934599115971200653951383729,

k =43

Offentlich bekannt. Der Absender A transkribiert die Nachricht , MATHEMATIK*
mit Hilfe des ASCII-Code als

a = 77658472697765847375
und tibermittelt die verschliisselte Nachricht

b = T7658472697765847375%3
= 217819882953579407544224571425479958308096036559243448
080351224602119873496097431290450386913902399435406279 mod m.

Wihrenddessen bestimmt B den geheimen Schliissel z, indem er die Gleichung
k-x =1 mod n 16st. So erhilt er

x =4915554243014999779303564039791635638694044693 76282816
178127080753016972301737721714088993920962359448084099.

Nun kann der Empfanger B die Nachricht entschliisseln, indem er ¢ = b* mod m
bestimmt; er erhélt

¢ = 77658472697765847375 mod m,

also wieder die Nachricht MATHEMATTK*".
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Die Sicherheit des RSA-Verfahrens beruht auf dem Faktorisierungsproblem. Da
bisher kein Algorithmus zur Faktorisierung grofter Zahlen allgemein bekannt ist,
kann eine Person C, die die Kommunikation mitschreibt und somit die Zahlen m,
k und b erhélt, die Nachricht nicht entschliisseln, da sie dafiir m in seine Prim-
faktoren p und ¢ zerlegen muss, um n und dann z, den Schliissel, den sie zum
Entschliisseln bendtigt, zu berechnen. Da sich die Leistung der Computer nach
dem Mooreschen Gesetz, welches laut Intel bis 2029 Bestand haben soll, stindig
verbessert und man somit immer grofere Zahlen in annehmbarer Zeit zerlegen
kann und dadurch auch friiher abgefangene Nachrichten leichter lesen kann, wer-
den zur Verschliisselung meist sehr viel hohere Primzahlen als eigentlich nétig
waren benutzt. In Kapitel 4 haben wir uns mit verschiedenen Faktorisierungsme-
thoden beschéiftigt.

3 Elliptische Kurven

3.1 Definition
Definition 3.1. Eine kubische Kurve C, die durch die Gleichung
v =2"+a-2*+b-1+c (3.1)

festgelegt ist, heifst elliptische Kurve, falls das kubische Polynom auf der rechten
Seite drei verschiedene Nullstellen hat (zwei dieser Nullstellen kénnen auch kom-
plex sein). Falls die Koeffizienten a, b, ¢ rationale Zahlen sind, sagen wir, dass die
elliptische Kurve C' iiber den rationalen Zahlen Q definiert ist.
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3.2 Gruppenstruktur

Definition 3.2. Die Menge der rationalen Punkte der elliptischen Kurve (3.5)
ist gegeben durch die Menge

CQ ={(z,y) €eQ®y* =" +a-2>+b-z+c} U{O},

wobei O der unendlich ferne Punkt mit den Koordinaten (oo, 0o) ist; dieser ist von
allen anderen Punkten der Kurve unendlich weit entfernt und, wenn man sich von
einem Punkt in eine beliebige Richtung unendlich weit weg bewegt, dann landet
man im unendlich fernen Punkt.

Die Besonderheit der Menge der rationalen Punkte C'(Q) liegt in der Existenz
einer additiven Struktur, wodurch diese Menge zu einer abelschen Gruppe wird.

Nun zeigen wir, dass die Menge der rationalen Punkte C(Q) zusammen mit einer
von uns noch zu definierenden Operation + eine abelsche Gruppe bildet. Um
diese Addition zweier Punkte P = (zp,yp) und Q = (zg, yg) zu definieren, wird
als erstes eine Gerade an diese beiden Punkte angelegt. Es entsteht immer ein
dritter Schnittpunkt mit der elliptischen Kurve; diesen nennen wir T = (1, yr).
Die Summe R := P + ) von P und @ erhilt man geometrisch, wenn der eben
ermittelte Punkt 7" an der x-Achse gespiegelt wird, d.h. die Koordinaten (zg,yr)
von R = P + @ sind gegeben durch xg = x7 und ygr = —yr.

a5

Um mit algebraischen Methoden auf die Koordinaten des Punktes 7' zu kommen,
betrachten wir die Gerade

y=Ar+v (3.2)
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mit Steigung A und Achsenabschnitt v, welche durch die Formeln

N= Yo p

und v = —\rp = — Az
vo — ap yp P =YQ Q

gegeben sind. Nun setzt man die Geradengleichung (3.2) in die Gleichung der
elliptischen Kurve (3.5) ein. Es ergibt sich eine Polynomgleichung vom Grad 3 in
x, welche xp und z¢ als Nullstellen besitzt. Mit Hilfe des Vietaschen Wurzelsatzes
lasst sich dann xzr berechnen. Wir haben ndmlich:

Ae+v)Y=y*=2+a-2°+b-x+c, dh
23+ (a = N)a? + (b —2 )z + (c — %) = 0.

Der Vietasche Wurzelsatz fiir letztere kubische Gleichung besagt, dass die Summe
der drei Nullstellen gleich (—1) mal der Koeffizient des quadratischen Terms ist,
d.h.

Tp + XQ +xr = —(a - )\2), d.h.
rr =M\ —a—xp — 10 (3.3)

Die y-Koordinate yr von T berechnet sich wie folgt. Man setzt (3.3) in (3.2) ein
und erhalt

yr = A\xp + v. (3.4)

Nach Spiegelung an der z-Achse ergeben sich die Koordinaten von R = P + Q)
zu (TR, yr) mit g = 7y und yg = —yr.

Ein Spezialfall stellt die Addition eines Punktes P = (zp, yp) mit sich selbst, also
die Verdoppelung dar, weil hierbei die Tangente in P angelegt wird, deren zweiter
Schnittpunkt mit der elliptischen Kurve 7" ist. Wenn man diesen so erhaltenen
Punkt spiegelt, ergibt sich die Summe P + P = 2P. Hierbei wird die Steigung
der Tangente an P durch

dy f'(zp)
AT (o @pyp)  2YUP

gegeben.

Satz 3.1. Die Menge der rationalen Punkte C(Q) der elliptischen Kurve (3.5)
bildet zusammen mit der oben definierten Addition + eine abelsche Gruppe.

Beweis. Die Tatsache, dass bei der Addition + zweier beliebiger Punkte aus der
Menge der rationalen Punkte einer elliptischen Kurve, die Summe wieder durch
einen rationalen Punkt représentiert wird, ist aus der Gleichung (3.3) ersichtlich:
Da sowohl die Steigung A, der Koeffizient vor dem quadratischen Teil, sowie die
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r-Koordinaten der Punkte P und () rational sind, muss auch xp rational sein.
Daraus folgt, dass auch yp rational ist und es sich bei der Summe um einen ra-
tionalen Punkt handelt. Somit ist (C'(Q), +) abgeschlossen.

Auf den Beweis der Assoziativitdt der Operation + soll hier verzichtet werden.
Durch dynamische Geometriesoftware kann diese jedoch veranschaulicht werden.
Das neutrale Element beziiglich der Operation + ist der unendlich ferne Punkt
O, da fiir alle Punkte P in C(Q) die Gleichung P+ O = P = O + P gilt.

Das inverse Element beziiglich der Operation + fiir den Punkt P = (zp,yp) ist
der Punkt —P := (zp, —yp),da P+ (—P) = O = (—P) + P fiir alle P in C(Q)
gilt.

Wie aus den Gleichungen schliefslich ersichtlich ist, gilt auch das Kommutativge-
setz fiir (C(Q), +), da es irrelevant ist, ob man P+ @ oder () + P berechnet, das
Ergebnis ist gleich.

3.3 Elliptische Kurven iiber endlichen Korpern

Unser Ziel ist es, elliptische Kurven in kryptographischen Verfahren einzusetzen.
Dafiir muss das Ergebnis der Entschliisselung eines zuvor verschliisselten Textes
eindeutig sein. Dazu bietet sich das Rechnen mit elliptischen Kurven modulo p
an. Wir fithren dazu den Koérper mit p Elementen ein.

Der endliche Korper F, wird als Menge dargestellt durch die Zahlen {0, ..., p—1},
wobei p eine Primzahl ist. Addition, Subtraktion und Multiplikation werden dabei
modulo p gerechnet, wie es im Abschnitt 1.3 beschrieben wurde; die Division
durch von 0 verschiedene Zahlen wird auch wie im Abschnitt 1.3 vorgestellt mit
Hilfe des Erweiterten Fuklidischen Algorithmus durchgefiihrt.

Eine elliptische Kurve C {iber dem endlichen Korper F,, wird durch die Kongruenz
v=2"+a-2+b-z+c modp (3.5)

definiert, wobei das kubische Polynom rechter Hand drei verschiedene Nullstel-
len modulo p haben muss; die Koeffizienten a, b, ¢ sind hierbei im Kérper F, zu
wiahlen. Die [F-rationalen Punkte von C' sind gegeben durch die Menge

C(F,) ={(z,y) eFoly’ =2’ +a-2°+b-z+c modp}U{O}.

Beispiel. Wir betrachten die elliptische Kurve C iiber dem Korper Fa3, welche
durch die Kongruenz

V> =23+ mod 23
gegeben ist. Die Menge der Fos-rationalen Punkte ist gegeben durch
C(Fq3) ={0,(0,0),(1,5),(1,18),(9,5), (9,18), (11, 10), (11, 13), (13, 5),
(13,18), (15, 3), (15, 20), (16, 8), (16, 15), (17,10), (17, 13), (18, 10),
(18,13),(19,1), (19, 22), (20, 4), (20,19), (21, 6), (21, 17) }.
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Beispielsweise gilt (9,5) € C(Fa3), da

52=25=738=9+9 mod 23

gilt.

Der Graphik kann man entnehmen, dass auch iiber dem Korper F, eine Achsen-

symmetrie besteht.

Analog den iiber den rationalen Zahlen angestellten Betrachtungen wollen wir
im folgenden auch die (endliche) Menge der F,-rationalen Punkte als abelsche
Gruppe erkennen. Dazu adaptieren wir die fiir die Addition hergeleiteten For-
meln (3.3) und (3.4) an das Rechnen auf elliptischen Kurven modulo p. Fiir die
Koordinaten (zg,yg) der ,Summe* R = P + @) der beiden Punkte P = (xp,yp)

und Q = (z¢,yg) mit xp # xg mod p gilt

Z'RE)\Z—CL—l’p—J?Q mod p,

Yr = —ATrgp — v mod p,

wobei

A= (yp —yg) - (xp —xg) ™"
v=yp— Arp mod p.

mod p,

Der negative Punkt —P eines Punktes P = (zp,yp) € C(F,) ist durch —P =

(zp, —yp) gegeben.
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Fiir den Spezialfall, dass zp = ¢ mod p und yp # yo mod p gilt P+ Q = O;
andernfalls ziehen wir die Verdoppelungsformeln fiir den Punkt P 4+ P = 2P mit
den Koordinaten (zg,yg) heran, d.h. wir verwenden die Formeln

tr =M —a—2zp mod p,

Yr = —ATg — v mod p,
wobei

A= (325 + 2axp +b) - (2yp)”' mod p,
v=yp— Arp mod p.

3.4 Analogon zum Diffie-Hellman Schliisselaustausch

Alice und Bob einigen sich auf einen Punkt @) einer elliptischen Kurve C {iber
dem endlichen Korper [F,. Nun wéhlt Alice im Geheimen ein n und schickt Bob
den Punkt A =n-Q = Q+...+Q € C(F,) (Q wird n-mal zu sich selbst addiert).
Analog dazu wihlt Bob im Geheimen ein m und schickt Alice B = m-Q € C(F,).
Alice und Bob berechnen beide den geheimen Schliissel

S:=(Mn-m)-Q=n-B=m-A.

Auch wenn Charly Alice und Bob belauscht hat und somit A, B und () kennt,
kann er daraus nicht so einfach auf S, den geheimen Schliissel, schliefsen. Das
Problem fiir Charlie besteht darin, dass er zwar die Produkte A = n - Q und
B =m-(Q, den Punkt ) und die Primzahl p kennt, daraus jedoch nicht so leicht
auf m oder n schliefen kann. Dies fiihrt uns zum diskreten Logarithmus Problem:

Diskretes Logarithmus Problem fir elliptische Kurven dber IF:
Gegeben sind die Punkte P, ) € C(F,) mit der Eigenschaft () =k - P.
Gesucht ist k, welches der diskrete Logarithmus von ) zur Basis P genannt wird.

Diskretes Logarithmus Problem fir die multiplikative Gruppe F':

Gegeben sind die zur Primzahl p teilerfremden ganzen Zahlen a, b mit der Eigen-
schaft b = a* mod p.

Gesucht ist k, welches der diskrete Logarithmus von b zur Basis a genannt wird.

Es gibt bis heute noch keine schnellen Algorithmen zur Lésung dieses Problems.
Eine Moglichkeit ist die Berechnung der Vielfachen von P, bis @) erreicht wird,
bzw. der Potenzen von a, bis b erreicht wird. Einige der gegenwértig existieren-
den Algorithmen sind: der Babystep-Giantstep-Algorithmus, der Pohlig-Hellman-
Algorithmus, der Index-Calculus-Algorithmus und die Pollard-Rho-Methode. Die-
se sind jedoch aufgrund ihrer langen Rechenzeit nicht praxisrelevant.
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4 Faktorisierung

Das Faktorisierungsproblem ist eine klassische Aufgabe aus der Zahlentheorie.
Die Aufgabe lautet, zu einer gegebenen Zahl alle Primfaktoren zu ermitteln. Fiir
grofse Zahlen ist diese Aufgabe nur schwer zu losen, insbesondere, wenn es sich
um sogenannte schwere Zahlen handelt, d.h. Zahlen, die nur grofe Primfaktoren
besitzen. Beispielsweise benotigten 600 Mitarbeiter und 1600 Rechner fiir die
Faktorisierung einer 129-stelligen Dezimalzahl im Jahr 1994 ganze acht Monate.
Im diesem Kapitel wollen wir einige Methoden zur Faktorisierung vorstellen.

4.1 Faktorisierung nach Fermat

Satz 4.1. Es sei n eine ungerade, positive, natirliche Zahl. Dann kann man n
faktorisieren, indem man fir t = [\/n] + 1,[v/n] + 2,... prift, ob t* — n eine
Quadratzahl ist. Falls dem so ist, sind t + /1> — n und t —/t?> — n Teiler von n.

Beweis. Die Fermat-Faktorisierung beruht auf der zweiten bzw. dritten binomi-
schen Formel. Es gilt ndmlich

(t—VE-—n)t+Vi2—n)=1" - —n)=n.
O

Diese Methode funktioniert besonders gut, falls die Teiler von n relativ nahe
beieinander liegen, da dann ihre Differenz, d.h.

(t+Vt2—n)— (t — Vt? —n) = 2V? — n,

relativ klein ist und somit ¢ — n verhéltnisméRig schnell als Quadratzahl erkannt
wird, womit dann die gesuchte Faktorisierung gefunden ist.

4.2 Faktorisierung nach Pollard

Die Idee der Faktorisierung nach Pollard besteht darin, eine Zahl zu finden, die
ein Vielfaches von einem Primteiler der vorgelegten natiirlichen Zahl n ist, aber
nicht von n selbst. Durch Bestimmung des grofiten gemeinsamen Teilers dieser
Zahl mit n erhdlt man einen nichttrivialen Teiler von n. Indem man annimmt,
dass n einen Primfaktor p besitzt, so dass (p— 1) relativ kleine Primfaktoren hat,
kann man n mit der (p — 1)-Methode nach Pollard wie folgt faktorisieren.

Algorithmus. Wir wihlen zunéchst ein beliebiges B € N und ein dazu passendes
k € N, so dass k ein Vielfaches aller natiirlichen Zahlen kleiner gleich B ist.
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Die Zahl k kinnte beispielsweise als das Produkt aller echten Teiler von (p — 1)
gewéhlt werden. Man hofft nun, dass (p — 1)|k gilt. Auberdem wéhlt man ein
a € Nmit 2 < a < (n—2) und bestimmt ¢ mod n. Mit Hilfe des Euklidischen
Algorithmus bestimmt man nun den gréften gemeinsamen Teiler (a* — 1,n). Da
aufgrund des Kleinen Satzes von Fermat wegen (p — 1)|k die Kongruenz

a*=1 modp

besteht, ergibt sich p|(a® — 1). Da voraussetzungsgemif p|n gilt, folgt p|(a® —
1,n), d.h., falls nicht a* = 1 mod n ist, liefert diese Methode mit dem groften
gemeinsamen Teiler (a* — 1,n) einen nichttrivialen Teiler von n.

4.3 Faktorisierung mit elliptischen Kurven

Im Jahr 1987 entwickelte H. W. Lenstra einen Faktorisierungsalgorithmus, wel-
cher elliptische Kurven benutzt. Dieser ist von grofer praktischer Bedeutung, weil
er kleine Primfaktoren von n besonders schnell entdeckt.

In diesem Abschnitt sei n eine grofse natiirliche Zahl, die nicht durch 2 und 3
teilbar ist und einen (noch unbekannten) Primfaktor p > 3 besitzt. Zuerst wahlt
man eine beliebige elliptische Kurve C', welche durch die Gleichung

v =2*+b-x+c
mit b, ¢ € Z gegeben ist, und einen beliebigen Punkt P = (zp,yp) € C(Q).

Da die Primzahl p unbekannt ist, kann die Kurve C nicht {iber dem endlichen
Korper [F,, betrachtet werden. Stattdessen rechnen wir modulo n, weswegen wir
mit der folgenden Definition beginnen.

Definition 4.1 (Modulorechnung auf Q). Es seien n € N und 2, zo € Q, derart,
dass die Nenner von x; und zs teilerfremd zu n sind, d.h., derart, dass sie keine
echten gemeinsamen Teiler mit n besitzen. Dann schreiben wir

r1 =29 mod n,
falls der Zahler des gekiirzten Bruches x; — x5 durch n teilbar ist.

Beispiel. Es sei 1 = 1/3 und x9 = 11/5. Fiir n = 4 gilt (3,4) = (5,4) = 1 und
1 — x9 = 4/15, also

Satz 4.2 (Kleinster nicht-negativer Rest). Fs sein eine positive natirliche Zahl.
Fiir alle v € Q mit zu n teilerfremdem Nenner exisitiert genau ein m € N mit
0 <m < (n—1) derart, dass

r=m modn (4.1)

gult.
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Bezeichnung. Die eindeutige Zahl m aus Satz 4.2 wird als , kleinster nicht-negativer
Rest” von x modulo n oder kurz als z mod n bezeichnet.

Beweis. Existenz: Es sei r/q die gekiirzte Bruchdarstellung von x; hierbei ist der
Nenner ¢ teilerfremd zu n. Wegen (n, q) = 1 existieren a,b € Z mit,

a-n+b-q=1
Multiplikation dieser Gleichung mit r» und Umstellung liefert die Kongruenz
r—(b-r)-¢g=0 mod n.

Indem wir nun m € Nmit 0 < m < (n—1) und m = b-r mod n wahlen, erhalten
wir die Kongruenz

r—m-q=0 modn.

Wir haben

diesen Bruch kann man nicht weiter kiirzen, da m - ¢ offensichtlich ein Vielfaches
von q ist, r und ¢ aber teilerfremd zueinander sind. Konstruktionsgemaf gilt fiir
den Zahler r — m - ¢ die Kongruenz

r—m-qg=0 modn,

womit der Existenzbeweis gefiihrt ist.

Eindeutigkeit: Angenommen, es existieren verschiedene m; € N und my € N mit
0 <my,ms < (n—1), welche (4.1) erfiillen, dann gilt mit « = r/q wie oben:

r—mi-q=71r—mg-q modn
Sr—mp-q=r—mo-q+A-n

An
Mo — MM — ——

mit einem A € Z. Da m; und my natiirliche Zahlen, und n und q teilerfremd sind,
muss also A ein Vielfaches von ¢ sein, d.h. |ms — my| > n, im Widerspruch zu
0 < mq,my < n — 1. Damit ist auch die Eindeutigkeit bewiesen. ]

Beispiel. Es sei 1 = 1/3 und xy = 11/5. Fiir n = 4 gilt

11
)

=3 mod 4.
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Bei der Methode von Lenstra berechnen wir schrittweise das Vielfache kP (k € N)
des gewéhlten Punktes P € C'(Q) modulo n. Dies ist jedoch nur moglich, falls
die auftretenden Nenner in jedem Rechenschritt zu n teilerfremd sind. Es gilt der
folgende Satz.

Satz 4.3. Seien n und C' wie oben, wobei zusitzlich (40* + 27¢*,n) = 1 gelte.
Auflerdem seien P = (xp,yp),Q = (zg,yq) € C(Q) mit P # —Q und die
rationalen Koordinaten xp, yp und xq, yo besitzen zu n teilerfremde Nenner.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Die Summe R := P+ @Q € C(Q) besitzt rationale Koordinaten xgr,yr mit
zu n teilerfremdem Nenner.

(b) Fiir jede Primzahl ¢ mit der Figenschaft qin gilt:
R:=P+Q#0O modq

auf der elliptischen Kurve C(F,).

Beweis. (a) = (b): Seien P, Q und R = P 4 @Q € C(Q) mit rationalen Koordi-
naten, deren Nenner relativ prim zu n sind, gegeben. Weiter sei ¢ ein beliebiger
Primfaktor von n.

Falls xp # 2o mod g gilt, dann folgt sofort aus den Formeln (3.6) und (3.7) fiir
die Addition modulo ¢, wobei a = 0 ist, dass R # O mod ¢ ist.

Falls zp = x¢ mod ¢ gilt, unterscheiden wir folgende zwei Félle: Falls P = @
gilt, dann ist R = 2P, und die Koordinaten von R sind modulo ¢ gegeben durch
die Formeln (3.8), bzw. (3.9), wobei a = 0 ist. Wir miissen also zeigen, dass der
Nenner von 2yp nicht durch ¢ teilbar ist. Angenommen, ¢ teilt den Nenner von
2yp, dann muss ¢ auch den Zihler von 3x% + b teilen, da der Nenner von x g nicht
durch q teilbar ist. Daraus folgt, dass das kubische Polynom der elliptischen Kur-
ve C' an der Stelle xp eine doppelte Nullstelle modulo ¢ besitzt, da Funktion und
erste Ableitung dort den Wert 0 annehmen, im Widerspruch zu unserer Voraus-
setzung (403 + 27¢*,n) = 1. Damit kann ¢ nicht den Nenner von 2yp teilen, was
(b) beweist. Falls P # @ gilt, kann man auf dhnliche Weise einen Widerspruch
herbeifiihren.

(b) = (a): Es sei (b) erfiillt. Wir miissen zeigen, dass die Koordinaten zg, yr
Nenner teilerfremd zu n besitzen, d.h., dass jeder Primteiler ¢ von n diese Nenner
nicht teilt. Sei nun ein Primteiler ¢ von n fixiert.

Falls xp # 29 mod ¢ gilt, dann folgt sofort aus den Formeln (3.6) und (3.7) fiir
die Addition modulo ¢, dass hier offensichtlich sind alle Nenner teilerfremd zu ¢
sind, was (a) beweist.

Falls zp = ¢ mod ¢ gilt, dann folgt aus der Voraussetzung R # O mod g,
dass yp = yo # 0 mod ¢ gelten muss. Ist nun P = ), dann folgt damit wieder
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aus den Additionsformeln (3.8), bzw. (3.9), dass die Koordinaten zg, yg Nenner
besitzen, welche nicht durch ¢ teilbar sind, d.h. Nenner, welche teilerfremd zu n
sind, was (a) beweist. Falls P # @ gilt, so verfahren wir auf dhnliche Weise. [

Algorithmus (Methode von Lenstra). Sei n eine grofe natiirliche Zahl, die nicht
durch 2 und 3 teilbar ist und einen Primfaktor p > 3 besitzt. Zuerst wahlt man
eine beliebige elliptische Kurve C, welche durch die Gleichung

v =1"+b-z+c

mit b, ¢ € Z gegeben ist, und einen beliebigen Punkt P = (zp,yp) € C(Q).
Daraufhin priift man, ob (4b® + 27¢%,n) = 1 gilt, d.h. ob das kubische Polynom
2% + b - x + c drei verschiedene Nullstellen modulo ¢ fiir jeden Primfaktor ¢ von
n besitzt. Im Falle 1 < (4 + 27¢*,n) < n hat man bereits einen Teiler von
n gefunden und ist fertig. Im Falle (40° 4+ 27¢*,n) = n wihlt man eine neue
elliptische Kurve und beginnt von vorne.

Als néchstes wahlt man sich zwei Grenzen B und C' und ein

k=qg"-...-q¢0" €N

als Produkt aller Primzahlpotenzen q?j < C, wobei ¢; eine Primzahl und a;; € N
(j =1,...,r) ist. Bsoll dabei eine obere Grenze fiir die Primteiler ¢; von k sein,
d.h.esgilt ¢; < Bfiir j =1,...,r. Falls B sehr grofs ist, ist die Wahrscheinlichkeit
hoher, das kP = O mod p fiir ein p mit p|n, allerdings wird mehr Zeit fiir die
Berechnung von kP benotigt. Falls man einen Primfaktor der Groke ¢ ~ /n
sucht, so wihlt man C' (nach dem Satz von Hasse) so, dass ¢+ 1+2,/q < C gilt.
Mit diesem k berechnet man nun schrittweise das Vielfache kP des Punktes
P modulo n. Zuerst berechnet man ¢, P, ¢1(¢: P), ..., qi"* P, danach ¢s(q7' P),
¢02(q2 - q7*P), ..., ¢5%q7* P, und so fort. Wenn nun die Berechnung eines dieser
Vielfachen fehlschligt, dann liegt eine rationle Koordinate mit einem Nenner vor,
welcher nicht teilerfremd zu n ist. Mit der Bestimmung des grofiten gemeinsamen
Teilers dieses Nenners und n erhilt man also entweder einen echten Teiler von n
und man ist fertig, oder man erhélt n selbst. In diesem Fall wiederholt man den
Algorithmus mit einer neuen elliptischen Kurve und einem neuen Punkt. Genauso
verfahrt man, falls die Berechnung von kP in keinem der Schritte fehlschlagt.

Beispiel. Sei n = 5429. Zuerst wahlen wir die elliptische Kurve C, welche durch
die Gleichung y* = 23 + 2 - x — 2 gegeben ist, und den Punkt P = (1,1) € C(Q).
Da4-2%+27-22 =140 =2%.5-7, gilt (4-23 4 27-22,5429) = 1. Wir wihlen
B = 3. Suchen wir einen Primfaktor der Groke \/n ~ 73, so wihlen wir wegen
73 4+ 14 2V73 < 92 die Schranke C' = 92. Damit ist k¥ = 293%. Berechnen
wir nun schrittweise die Vielfachen 2P, 2(2P), ..., 2P, 3(2°P), und so fort, so
schlsigt die Berechnung bei 322°P fehl, d.h. wir erhalten einen Nenner welcher
nicht teilerfremd zu n ist, sondern mit n den groften gemeinsamen Teiler 61
besitzt.
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Schuss und Tor — Flug eines Balls

Mathematische Beschreibung, Eigenschaften, Visualisierungen

Teilnehmer:

Paul Grau Immanuel-Kant-Oberschule
Matthias Holz Herder-Oberschule

Lukas Neumann Herder-Oberschule
Andreas Dietrich Heinrich-Hertz-Oberschule
Benjamin Herfort Immanuel-Kant-Oberschule
Artemij Amiranashvili Herder-Oberschule
Gruppenleiter:

René Lamour Humboldt-Universitdt zu Berlin,

Mitglied im DFG-Forschungszentrum MATHEON
,Mathematik fiir Schliisseltechnologien

Als mathematisches Modell eines Problems bezeichnet man ein System von Glei-
chungen, dessen Losung die realen Gegebenheiten ausreichend gut beschreibt. Im
Allgemeinen existieren fiir solche Gleichungen keine expliziten Lésungen, so dass
man auf Naherungsverfahren zu ihrer Berechnung zuriickgreifen muss.

Wir haben ausgehend von den physikalischen Grundlagen méglichst realistische
Modelle des Fluges eines Balles in Form von Differentialgleichungen aufgestellt.
Diese Gleichungen haben wir mittels numerischer Verfahren geldst und durch die
Variation von Einflussparametern, z.B. in Reibungsgesetzen und der Kraftrich-
tungen, versucht reale Bahnen wie beim Fuftball oder Tischtennis zu modellieren.
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1 Physikalische Grundlagen

Bei der Betrachtung des Wurfes miissen wir mehrere Kréfte beriicksichtigen. Es
wirkt die Gewichtskraft, die Luftreibung, doch auch den Magnuseffekt gilt es mit

einzubeziehen. Beginnen wollen wir jedoch mit den Newton’schen Axiomen:

1. Ein Koérper mit der Masse m ist in Ruhe oder in gleichférmiger Bewegung,

solange keine Kraft F' auf ihn wirkt (Tragheitsgesetz).

d d
2. Esgilt: F' = E(mfu) = F= a(ms’) (Newton’sches Grundgesetz);

v sei die Geschwindigkeit und s der Weg.

3. Aktio = Reaktio (Wechselwirkungsgesetz).

4. Das Superpositionsprinzip, auch Uberlagerungprinzip genannt, beinhaltet

die Addition von Vektoren.

Besonders das zweite Newton’sche Axiom ermdglicht es uns, den Flug des Balles

mit Hilfe von Differentialgleichungen zu beschreiben.

1.1 Gravitationskraft

Die Gravitationskraft g wirkt nur senkrecht nach unten und ist eine Komponente

des schrigen Wurfes.

Hohe

Weite

Aus der Schule kennen wir fiir den senkrechten Wurf den Zusammenhang
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x(t) = xg — th + ot

2o und vy sind die Startposition und -geschwindigkeit.

Der Geschwindigkeitsvektor vy wirkt hier nur in eine Richtung, senkrecht nach
oben, wohingegen beim schriagen Wurf auch eine Geschwindigigkeitskomponente
in der Horizontale existiert. In diese Richtung ist die Geschwindigkeit gleichftr-
mig.

Hohe

v,

Weite

1.2 Luftwiderstand

Die Luftreibung wirkt immer entgegen der Wurfrichtung bzw. Flugrichtung (sie-
he Grafik) und héngt linear bis quadratisch von der Grofke der Geschwindigkeit
ab.

R sei die Reibungskraft, € die spezifische Stoffkonstante. s ist bei niedrigen Ge-
schwindigkeiten 1 und nimmt bei hoheren Geschwindigkeiten bis auf 2 zu. |v|
bezeichnet die Lidnge des Vektors v und entspricht der Wurzel der Summe der
Quadrate der einzelnen Komponenten

3
ol = v;-
i=1
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Hohe

Relbung 2 2

v

Relbung 1

~ Weite

R = —evfv|*~! mit s > 1

1.3 Magnuseffekt

Betrachten wir zunéchst einen um sich selbst rotierenden Ball mit dem Radius 7.
Die Luftmassen um ihn herum werden auf Grund der Reibung an der Ballober-
fliche ebenfalls in Bewegung versetzt und es entsteht eine Kreisstromung.

Wenn dagegen der Ball nicht rotiert und von einer laminaren Strémung um-
stromt wird, werden die Teilchen mit der gleichen Geschwindigkeit oberhalb und
unterhalb abgelenkt. Hier wirkt der Magnuseffekt noch nicht.
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Wenn beide Effekte miteinander verbunden werden, dann verdndert sich das
Stromlinienbild. Die Geschwindigkeit der Teilchen, die den Ball oberhalb um
stromen ist hoher als die der Teilchen, die ihn unterhalb umstrémen.

\AAAAAAAAAAAS

Dadurch &andert sich das Druckverhéltnis. Daraus resultieren unterschiedliche

Driicke und der Ball wird in Richtung des héheren Druckes abgelenkt. Diese
Kraft hat die Grofbe

|M| = mowr|v|.

Dabei ist o die Luftdichte, w die Rotationsgeschwindigkeit und v die Flugge-
schwindigkeit des Balles.

Die reale Flugbahn des Balles kommt durch die Uberlagerung der 3 Effekte Gra-

vitation, Luftreibung und Magnuseffekt zustande. Dies gilt es nun mit Hilfe ma-
thematischer Differentialgleichungen auszudriicken.
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2 Differentialgleichungen

2.1 Ohne Reibung

Wir suchen eine Gleichung zur Beschreibung der Wurfbahn in Abhéngigkeit von
der Zeit. Nach dem 2. Newton’schen Axiom gilt:

F(t) = (mu(t)) = ms(t)"

mit s(t),v(t), F(t) € R3, wobei die Masse m als konstant angenommen wird.
Wir formen das System 2. Ordnung in ein System 1. Ordnung um.

Dazu definieren wir einen sechsdimensionalen Vektor x, der in den ersten 3 Kom-
ponenten den Ort s(¢) und in den letzten 3 Komponenten die Geschwindigkeit v(t)
enthélt. Dann enthélt der sechsdimensionalen Vektor z’, sowohl die Geschwindig-
keit v als auch die Kraft dividiert durch die Masse F'(t)/m. Fiir diesen Vektor
gilt demnach:

/
Th = I3
Ty = Tg

Wenn man die Reibung vernachlissigt, dann gilt fiir x:

wobei g die Fallbeschleunigung ist.
Also ist

/

=9
t

Ty
;»/xg(g)dgz —/gdé

to

24(t) — wa(to) = —g(t — to)
z4(t) = 24(to) — g(t — to)

T ¢

100



Wegen x| = x4 folgt:

/tx’l(g)dé = /t($4(t0) — g(§ —1o))d¢

o 21 (t) — 21(to) = zalto)(t — to) — g(t —t)?
N 21(t) = z4to)(t — to) — g(t —t0)? + 21 (to)

Offensichtlich entspricht das der theoretischen physikalischen Formel fiir den senk-
rechten reibungslosen Wurf.

Zur exakten Bestimmung der Losung bendtigt man zusédtzlich Anfangswerte. Das
fithrt auf ein Anfangswertproblem:

= f(x,t)

x(tg) = o

2.2 Mit Reibung

Fiir den Betrag der Reibungskraft R gilt:
|R| = —¢lv].

mit s > 1. Nun wollen wir die Richtung von R bestimmen.

3
Da |av| = 4[> vZa? = |allyl, gilt |ﬁ] = 1, d.h. der Vektor MZ—‘\ hat die Lénge 1.
i=1
Also ist:
y —evy|v|st —exy|v]F!
R= <ol = [ —evolt | =  —eagfol
[v] —evs|v|*! —exg|v)*™!

2.3 Mit Magnuseffekt

Wir beschrinken uns bei der Darstellung des Magnuseffekts auf die Drehung um
eine vertikale Achse. Der Vektor der Magnuskraft sei M, wobei daher M; = 0 gilt.
Der dreidimensionale Vektor y habe die gleiche Richtung wie M. Per Definition
gilt fiir orthogonale Vektoren:

vly < vly =0
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Also gilt :
v1Y1 + vay2 + v3yz = 0

y ist nicht eindeutig bestimmbar, da es z.B. mehrere Vektoren unterschiedlicher
Linge gibt, die die Gleichung erfiillen. Wir konnen allerdings einen bestimmten

Vektor finden, indem wir y3 = 1 setzen. Dann ist y, = —5—3 = -
Also ist
0
y= |-
1

ein Vektor in Richtung der Magnuskraft. Auferdem kennen wir bereits den Betrag
der Magnuskraft: |M| = mpwr?|v|

Diesen Betrag multiplizieren wir mit einem Vektor der Lénge 1 in Richung von
y, um auf die tatsichlich wirkende Magnuskraft zu kommen:

TTpwr?|v) 0 x5 pwr|v| 0
M=|-%2| === % | == = | -4 | mpwr?

1) /541 ") Vaitad o\ g

=}

3 Naherungsverfahren

Um Néaherungsverfahren fiir ein Anfangswertproblem zu konstruieren, wird die
Differentialgleichung

von ty bis t integriert.

£(t) — x(to) = / F((€). €)de

£(t) = 20 + / F(2(6), €)de
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3.1 Das explizite Euler-Verfahren

f

\f(x(t),t)

ti tm Cinz ti+3 t

Wie in der Graphik zu erkennen, bestimmen wir ndherungsweise das Integral
mithilfe von Rechtecken.

Mit zp = z(to) und ¢y haben wir die Anfangswerte fiir das Néherungsverfah-
ren. Fiir die Bestimmung der weiteren Reihenglieder ergibt sich die rekursive
Bildungsvorschrift:

Titr1 = X5 + hf(l’z, tz)

Die Summe der Volumen der Rechtecke ist die Annédherung an das Integral, deren
Genauigkeit vom Abstand h abhangt.

3.1.1 Genauigkeit des Euler-Verfahrens

Zur Bestimmung der Genauigkeit setzen wir in die Naherungsformel die exakten
Werte ein. Der entstehende Fehler 7 bezeichnet den sogenannten lokalen Diskre-
tisierungsfehler.

Mithilfe der Taylor-Reihen

h? h! h? h? .
_ - / e m
a(t+h)—0!a(t)+ Uha(t)—i— 5@ (t) + T (t) + O(h")
2 3
!

=a(t) + ha'(t) + Z—a”(t) + %a”’(t) + O(h*)

approximieren wir die Funktion durch eine Polynomfunktion. Das ist moglich,
wenn x(t) hinreichend oft differenzierbar ist.
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x(t+h) = x(t) + ha'(t) + h;m”(t) + O(Rh?)

Das setzen wir nun in die Gleichung fiir den lokalen Diskretisierungsfehlers fiir
das Eulerverfahren ein:

. _x(t) + ha'(t) + %x}:(t) +O(R°) —x(t) (o).
_ha'(t) + 7xh (t) + O(h%) (1)

h
= 75 =52"(t) + O(h?)

3.2 Das Euler-Heun-Verfahren

g

f\
\f(x(t),t)

Nun bestimmen wir das Integral mithilfe einer genaueren Annéherung durch Tra-
peze. Fiir die Fliche eines Trapezes ergibt sich:

h

A1 = §(f($z, ti) + f(zig1,tiv))

Dadurch erhalten wir die rekursive Bildungsvorschrift:
h
Tip1 = T; + E(f(xia ti) + f(Tiv1,tiv1))

Dies ist allgemein bekannt als Trapezregel. Dafiir reicht allerdings z; als Anfangs-
wert fiir jeden Schritt nicht aus, sodass wir z;,; unter Anwendung des expliziten
Euler-Verfahrens naherungsweise bestimmen:

Tiy1 = x; + hf(xi,t;)
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Eingesetzt erhalten wir das Euler-Heun-Verfahren

h .
Tit1 = X; + §<f($z‘7 ti) + f(Ziv1, tisn))

3.2.1 Genauigkeit des Euler-Heun-Verfahren

Wir berechnen wieder den lokalen Diskretisierungsfehler, indem wir das exakte
Ergebnis in das Euler-Heun-verfahren einsetzen. Allerdings beschranken wir uns
der Einfachheit halber auf skalare f:

o _alih h})L —a(t) %( Fe(®),t) + {(t) + hf (z(t).1) , t+ 1)
y(t+h)

Fiir y(t 4+ h) wenden wir wieder die Taylor-Reihe an. Das Problem dabei besteht
darin, dass wir die Taylor-Reihe bzgl. h in t anwenden miissen:

) = F(@(t).0)+ B (fuf + )+ (8) + O(HY
~—

x! (t)
wegen

" _d/_d _ / _
2(t) = 2o (t) = 2 f(alt),8) = for + fo = fof +

Beim Einsetzen in die Gleichung fiir den lokalen Diskretisierungsfehler erhalten
wir:

h/+E//+£///+Oh4 1 h2 ‘
TEg = x 2$ hd!x ( )—5(2$/—|—h$”—|—51‘”/+0(h3))

2

h " 3
=— h
T +0(h°)

Fiir Polynomfunktionen 2. Grades wird =" und alle weiteren Ableitungen 0, so-
dass Ty = 0 folgt. Also ist das Verfahren fiir quadratische Funktionen exakt.
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4 Implementierung

Zur Implementierung der Wurfvorgénge benutzen wir das Programm Matlab.
Dies zeichnet sich durch einfache Handhabung und praktische Anwendung bei
komplexen mathematischen Problemen aus.

Das Prinzip der Implementierung besteht aus der Darstellung der Differential-
gleichung und der ndherungsweisen Berechnung dieser.

4.1 Euler’sches Naherungsverfahren

Wir gehen von der Gleichung x; 1 = z; + h * f(x;,t;) aus. Diese implementieren
wir, indem wir von Anfangswerten ausgehen:

x=x0 ;
t=t0 ;

und niherungsweise mit Hilfe einer for-Schleife die weiteren Werte brechnen.

for i=1:N N steht fiir die Anzahl der Schritte
x=x+h*feval(f,x,t) ; h steht fiir die Schrittweite
t=t+h ; t wird um die Schrittweite erhéht
end

Der Befehl feval berrechnet die Funktion f mit den Parametern x und ¢.

4.2 Funktion f

Die Funktion gibt die zeitliche Anderung der Werte von z; bis x4 aus. Die zeitli-
che Anderung, also Ableitung der Koordinaten x; bis x5 ist die Geschwindigkeit
zu diesem Zeitpunkt. Diese Werte sind in x4 bis x4 gepeichert und werden in y;
bis y3 ausgegeben.

y(D=x4) ;
y(2)=x(5) ;
y(3)=x(6) ;

Nacheinander beriicksichtigen wir die Verdnderung der Geschwindigkeit (also die
Beschleunigung) beim freien Flug, Flug mit Reibung und Flug mit Magnuseffekt.
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4.2.1 Freier Flug

Beim freien Flug wirkt nur die Gravitationskraft in x; Richtung und demnach
muss die Funktion f nur durch folgenden Code vervollstandigt werden.

g=9.81 ;

y(4)=-g ;
y(5)=0.0 ;
y(6)=0.0 ;

4.2.2 Flug mit Reibung

Durch den Luftwiderstand veréindern sich die wirkenden Kréfte. Nach der physi-
kalischen Herleitung gilt R = —ev|v|*~!, wobei e der Reibungsfaktor ist.
Zuerst berechnen wir den Betrag von v:

betrag_v=sqrt(x(4)*x(4)+x(5) *x(5)+x(6) *x(6)) ;

Jetzt berechnen wir die Reibung fiir die einzelnen Komponenten und subtrahie-
ren sie von den Beschleunigungen:

Ra=reibungsfaktor*betrag_v~(s-1) ;
R(1)=Raxx(4) ;
R(2)=Ra*x(5) ;
R(3)=Ra*x(6) ;

y(4)=-g-R(1) ;

y(5)=-R(2) ;

y(6)=-R(3) ;

4.2.3 Flug mit Magnuseffekt

Fiir den Magnuseffekt gilt die Formel F' = mowrv. Die Kraft berechnen wir nun
in Abhéngigkeit von v fiir die senkrechte Drehachse.
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rho=1.293 ;

omega=2% (2xr*pi) ;

v2=v (1) ;

v3=v(2) ;
Magnus=[-v3;v2]*pi*rho*omega*r*r ;

Nun werden fiir y5 und ys die Kraft des Magnuseffektes addiert, y, bleibt gleich.

y(4)=-g-R(1) ;
y(5)=-R(2)+Magnus (1) ;
y(6)=-R(3)+Magnus(2) ;

4.3 FEuler-Heun’sches Niherungsverfahren

Diese andere Moglichkeit der Aproximation liefert genauere Werte als das Eu-
ler’sche Néherungsverfahren. Es muss nur die for-Schleife verdndert werden.

for i=1:N

fn=feval(f,x,t);

xL=x+h*xfn ;

t=t+h ;

x=x+h/2*%(fn+feval (f,xL,t));
end

5 Experimente

Nachdem wir alles implementiert haben, fangen wir nun an Flugkurven zu zeich-
nen. Gerade mit Matlab lasst sich dies leicht verwirklichen. Alle berechneten
Punkte werden nacheinander gespeichert und dann gezeichnet. Nachdem wir uns
in die Materie des Plot-Befehls eingearbeitet haben, konnten wir mit den geeig-
neten Experimenten beginnen.

5.1 Vergleich der Naherungsverfahren

Zuerst betrachten wir den Fall des Schusses ohne Luftreibung, um die Aproxima-
tionsverfahren auf ihre Genauigkeit zu untersuchen.
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5.1.1 Euler-Verfahren

In dieser Grafik werden die genaue Kurve, sowie die Anndherungen mit 10 und
25 Schritten dargestellt.

M=25
Genau
— N=10

5.1.2 Euler-Heun-Verfahren

Jetzt vergleichen wir das Euler-Heun Aproximationsverfahren mit der genauen
Kurve. Nach unseren Berrechnungen sollte das Verfahren mit den exakten Wer-
ten libereinstimmen.

Genau

®  Euler-Heun
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5.2 Flug mit Luftreibung

Hier berechnen wir die Flugkurve unter Beriicksichtigung der Luftreibung im Ver-
gleich zum reibungsfreien Schuss.

Mit Reibung
Ohne Reibung

5.3 Flug mit Magnuseffekt

Zuletzt betrachten wir den Flug unter Beriicksichtigung des Magnuseffektes. Da
diese Kraft zur Seite wirkt, wird die Kurve dreidimensional dargestellt.
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Jetzt den Effekt von oben betrachtet:

Hier nochmal alle Flugbahnen im Vergleich:

Magnus
|~ Reibung
= Ohne
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