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1 EinleitungWenn man einmal die Shüler eines Mathematikkurses beobahtet, dann stelltman shnell fest, dass sie ihre Tashenrehner öfter benutzen als ihren Kopf.Wozu man sih auh die Mühe mahen, einen Wert wie (250 + 1) − 250 selbstauszurehnen, wenn der Tashenrehner shon gri�bereit liegt?Warum man seinem Tashenrehner niht immer trauen kann, haben wir in die-sem einwöhigen Kurs erfahren. Dazu muss man ersteinmal wissen, wie ein Reh-ner überhaupt rehnet, weshalb wir uns zuerst mit der Mashinenarithmetik be-fasst haben. Weiterhin haben wir die möglihen Rehenoperationen betrahtet,denn für einen Computer sind Addition und Multiplikation mit relativ geringemAufwand möglih. Wie man aber die Division und die Exponentialfunktion oderauh trigonometrishe Funktionen nur auf diese beiden Operationen zurükführenkann, wollen wir in unserem Beriht zeigen. Um dies zu ermöglihen, benutztenwir Approximationen mit dem Newton-Verfahren und mit Taylor-Polynomen.Neben der Möglihkeit, Werte selbst zu errehnen, haben wir gezeigt, wie esdurh Interpolation von Tabellen möglih ist, alle Werte exakt und e�zient zubestimmen.2 MashinenarithmetikEs gibt vershiedene Zahlensysteme. Das gängiste für uns ist das Dezimalsystem.In diesem System stehen uns die Zi�ern 0 bis 9 zur Verfügung. Einem Computerbzw. einem prozessorgesteuerten Gerät stehen aber nur zwei Zustände zur Verfü-gung, nämlih an und aus. Diese Zustände werden übliherweise durh die Zi�ern0 (für aus) und 1 (für an) dargestellt. Das Zahlensystem, das nur aus den Zi�ern0 und 1 besteht wird als Dual- oder auh Binärsystem bezeihnet.2.1 Darstellung von DualzahlenDa die Darstellung und Umrehnung von Ganzzahlen im Dualsystem allgemeinbekannt ist, möhten wir in unserem Beriht nur auf die Darstellung von Flieÿ-kommazahlen eingehen. Eine typishe normierte Flieÿkommazahl wird folgender-maÿen beshrieben:
±0, 1m2m3..m53 · 2e10e9..e0−1023Hierbei handelt es sih um ein 64bit-System. Das erste Bit wird für das Vorzeihender Dualzahl verwendet: Eine 0 bedeutet, dass die Zahl positiv ist, eine 1 dagegen,dass sie negativ ist. Die Mantisse der Dualzahl beginnt mit 0,1. Dies ist eineFestlegung, um die Eindeutigkeit der Zahlen zu garantieren. Danah folgen 52Zi�ern der Mantisse, welhe im Bereih von 0, 5 bis 1 − 253 liegt. Desweiteren2



stehen für den Exponenten 11 Bit zur Verfügung. Von der sih daraus ergebeneZahl wird dann 1023 subtrahiert. Der Exponent ist dann eine Ganzzahl, die sihim Bereih von 1024 bis -1023 be�ndet.Desweiteren gibt es folgende Festlegungen:
m2..m53 = 0 ∧ E = 0 → 0 (1)
m2..m53 = 0 ∧ E = 2047 → ±∞ (2)mindestens ein mi 6= 0 ∧ E = 2047 → NaN(NotaNumber) (3)

E beizeihnet hierbei die durh e0 bis e10 gebilete Zahl und NaN eine Zahl, diegar keine ist, wie z.B. 0
0
.Im weiteren Verlauf dieses Kapitels, wird das 8Bit-System verwendet, wo die Man-tisse 5 Stellen und der Exponent 2 Stellen besitzt. Damit lassen sih beispielsweisepositive Zahlen im Bereih von 0, 10000 · 2−11 = 0, 0625 bis 0, 11111 · 2+11 = 7, 75darstellen.2.2 MashinengenauigkeitJeder Computer maht beim Rehnen Fehler. Mathematish bezeihnet man die-sen Fehler wie folgt:

eps =
b

2
· b−µ,wobei µ die Anzahl der Stellen der Mantisse und b die Basis des Zahlensystemsangibt. Speziell für das Dualsystem gilt:

eps =
2

2
· 2−5 =

1

32Im 8 Bit System ist die Mashinengenauigkeit also etwas mehr als eine Dezimal-stelle. Allgemein gilt Folgendes:1. rd(x) = x(1 + ε1)2. x ⊗ y = (x × y)(1 + ε2), × ∈ {+,−, ·,÷}3. |ε1/2| ≤ epsDies heiÿt, dass es sowohl zu Fehlern bei der Darstellung von Dezimalzahlen indualen Zahlen kommt, als auh bei jeder möglihen Kombination von mehrerenDualzahlen. Diese relativen Fehler können maximal so groÿ sein, wie die Mashi-nengenauigkeit. 3



Beispielumwandlung Nun wollen wir die Mashinengenauigkeit anhand derUmwandlung von π von der dezimalen Zahl in die duale Zahl durh das 8Bit-System demonstrieren. Durh die Mashiengenauigkeit von 1
32

ergibt sih, dass πzwishen 31
32

π ≈ 3, 04 und 33
32

π ≈ 3, 24 liegt.Zuerst berehnen wir den Exponenten. Es wird bald ersihtlih, dass π zwishen
0, 5 · 22 = 2 und 0, 5 · 23 = 4 liegt . Demnah ist der Exponent 2. Man kann diesauh durh den Logarithmus berehnen:

0.5 · 2x = π

log(0.5 · 2x) = log(π)

log(0.5) + x · log(2) = log(π)

x =
log(π) − log 0.5

log(2)
x ≈ = 2.65Hierbei wird abgerundet, da die eigentlihe Mantisse gröÿer als 0,5 sein kann.Nun muss nur noh die Mantisse berehnet werden. Dazu teilen wir die Zahldurh 2Exponent. Wir erhalten rund 0,7854. Nun wird diese Zahl mit zwei multi-pliziert. Wenn Sie gröÿer als eins ist, ist die nähste Stelle der Mantisse 1 einsund eins wird abgezogen, anderenfalls null. Dies wird nun solange gemaht, bisalle Mantissenstellen gefüllt sind:

π : 22 ≈ 0, 7854

0, 7854 · 2 = 0, 5708 + 1

0, 5708 · 2 = 0, 1416 + 1

0, 1416 · 2 = 0, 2832 + 0

0, 2832 · 2 = 0, 5664 + 0

0, 5664 · 2 = 0, 1328 + 1

0, 1328 · 2 = 0, 2656 + 0

0, 11001|0Da das arry-Bit null ist, muss niht gerundet und auh niht normalisiert werden.Wir erhalten nun 0, 11001 · 210 = 0, 7854 · 22 = 3.125. Wir erhalten also 3.125 im8Bit System für π.2.3 Addition mit DualzahlenVorgehensweise Um zwei Dualzahlen miteinander addieren zu können, müs-sen sie den gleihen Exponenten besitzen. Der kleinere wird an den gröÿeren ange-1In unserem Fall die erste 4



glihen, indem die Mantisse der kleineren Zahl entsprehend oft durh 2 dividiert(also das Komma nah links vershoben) wird. Dieser Vorgang wird 'Shiften'genannt und ist auh in die andere Rihtung möglih. Addiert man nun die Man-tissen, muss die Dualzahl eventuell normalisiert werden, denn durh Überträgekann diese von der üblihen Darstellungsweise abweihen (z.B. 1, m2m3..).Diesgeshieht ebenfalls durh eine additive Veränderung des Exponenten bei entspre-hender Multiplikation bzw. Division der Mantisse mit 2. Anshlieÿend wird dieMantisse gerundet, was mit Hilfe des sogenannten 'arry-Bits' geshieht.Das arry-Bit wird nur kurzzeitig gespeihert und gibt die 6. Stelle der Mantissean. Beträgt das arry-Bit 0, so wird abgerundet, anderenfalls aufgerundet. DieAufrundung kann dazu führen, dass die Mantisse gleih 1 wird und ein weiteresmal normalisiert werden muss.Beispielrehnung Nehmen wir nun ein einfahes Beispiel: Gegeben seien diezwei Zahlen 3 und 1,4375. Wenn wir diese in Binärzahlen umwandeln, ergibt sih
0, 11000 ·210 und 0, 10111 ·201. Die kleinere Zahl wird nun nah rehts vershoben:
0, 010111 · 210. Nun addieren wir diese:

0, 11000 210

+0, 010111 210

1, 00011|1 210Da nun die Mantisse gröÿer als eins ist, wird sie normaliesiert. Wir vershieben dieMantisse um eins nah rehts2und erhöhen den Exponenten um eins: 0, 1000111 ·
211. Da das arry-Bit3 1 ist, wird aufgerundet. Daraus ergibt sih : 0, 10010 · 211.Da die Mantisse niht gleih eins ist, muss niht noheinmal normalisiert werden.Wir erhalten 0, 10010 · 211 = 4, 5. Der rihtige Wert beträgt 4,4375. Der Fehlerentsteht aufgrund der Mashinengenauigkeit.2.4 Multiplikation von DualzahlenVorgehensweise Die Dualzahlen werden multipliziert, indem die Exponentenmiteinander addiert und die Mantissen miteinander multipliziert werden. Wie beider Addition wird die Dualzahl nun mit einer geeigneten Shiftoperation norma-lisiert, anshlieÿend gerundet und ggf. ein weiteres mal normalisiert.2Division durh zwei36. Stelle
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Beispielrehnung Auh an einer dieser Stelle ist eine Beispielsrehnung fürdie Anshalihkeit und dem besseren Verständnis sehr hilfreih.Aus Gründen der Einfahheit nehmen wir wieder die gleihen Zahlen wie auhbeim Additionsbeispiel. Wir multiplizieren 3 mit 1,4375 im 8Bit-System:
0, 10111 · 0, 11000 = 0, 10111 · 0, 1 + 0, 10111 · 0, 01

= 0, 10001|01Jetzt muss gerundet werden: Dabei wird die sehste und siebte Stelle der Man-tisse abgeshnitten. Es wird niht aufgerundet, da das arry-Bit null ist. An-shlieÿend müssen die Exponenten noh addiert werden. Es ergibt sih dann
0, 10001 · 210+01 = 0, 10001 · 211 = 0.53125 · 23 = 4.25. Dieser stimmt gerundet mitder ersten Stelle des tatsählihen Wertes von 4,3125 überein.3 Approximation von FunktionswertenWir werden im Folgenden einige Tehniken zum näherungsweisen Auswerten vonanalytishen Funktionen entwikeln. Die Standard-Methode dazu ist die Taylor-entwiklung. Andere spezielle Funktionswerte - insbesondere die Werte von Um-kehrfunktionen - lassen sih mit Hilfe von Nullstellensuh bestimmen. Zu diesemZwek wird das Newton-Verfahren vorgestellt.3.1 Taylor-EntwiklungWir betrahten eine genügend oft di�erenzierbare Funktion f in der Nähe desPunktes x0. Es gilt dann, wenn man genügend nahe an x0 bleibt, dass f(x) ≈
f(x0). Dabei setzen wir p(x) = f(x0). Dies ist eine konstante Funktion. Einebessere Näherung an f in der Nähe von x0 ist zu erwarten, wenn man statteiner konstanten eine lineare Funktion p1 zulässt. Dabei fordern wir zusätzlihzu p1(x0) = f(x0), dass p′1(x0) = f ′(x0). Diese Gerade ist die Tangente an dieFunktion f im Punkt x0. Eine Gleihung für p1 ergibt sih mit der Grenzwertbe-trahtung

lim
x→x0

f(x) − p0(x)

x − x0
. (4)Zähler und Nenner dieses Ausdruks konvergieren gegen 0, da p0(x) = f(x0). Mitdem Satz von L'Hospital erhält man

lim
x→x0

f(x) − p0(x)

x − x0

= lim
x→x0

f ′(x) − 0

1 − 0
= f ′(x0).Ausmultiplizieren liefert

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

f(x0) + f ′(x0)(x − x0)
def
= lim

x→x0

p1(x).6



Diese Gerade stimmt in x0 mit f sowohl im Wert als auh in der ersten Ablei-tung überein. Wir versuhen jetzt eine quadratishe Parabel zu �nden, die mit
f in Wert, erster und zweiter Ableitung übereinstimmt. Dazu betrahten wir dieDi�erenz f(x)− p1(x). An der Stelle x0 is diese Di�erenz null und auh die ersteAbleitung. f(x)− p1(x) hat also einen kritishen Punkt an x0 und verhält sih ineiner kleinen Umgebung wie α(x−x0)

2. Um die Zahl α zu bestimmen, betrahtenwir
lim

x→x0

f(x) − p1(x)

(x − x0)2
.Die mehrfahe Anwendung des Satzes von L'Hospital erhält man

lim
x→x0

f(x) − p1(x)

(x − x0)2
= lim

x→x0

f(x) − (f(x0) + f ′(x0)(x − x0))

(x − x0)2
(5)

= lim
x→x0

f ′(x) − (f ′(x0))

2(x − x0)

= lim
x→x0

f ′′(x)

2
=

f ′′(x0)

2
.Ausmultiplizieren liefert

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

f(x0) + f ′(x0)(x − x0) +
1

2
f ′′(x0)(x − x0)

2 def
= lim

x→x0

p2(x).Mit der analogen Vorgehensweise wie in (4) und (5) erhält man für beliebige n

pn(x) =
f(x0)

0!
+

f ′(x0)

1!
(x−x0)+

f ′′(x0)

2!
(x−x0)

2 + . . .+
f (n)(x0)

n!
(x−x0)

n. (6)Diese Näherung an f in der Nähe von x0 nennt sih Taylor-Polynom.Die Genauigkeit der Approximation von f durh pn zeigen wir im Folgenden. Esgilt
(f(x) − pn(x))(n+1) = f (n+1)(x) − p(n+1)

n = 0weil pn ein Polynom n-ten Grades ist und die (n + 1)te Ableitung gleih null ist.Weiterhin gilt
(f(x)−pn(x))(n) =

x∫

x0

(f(x)−pn(x))(n+1) = (f (n)(x)−f (n)(x0))−(p(n)
n (x)−p(n)

n (x0)).Mit dem Mittelwertsatz der Di�erentialrehnung ergibt sih
(f(x) − pn(x))(n) = f (n+1)(ξ)(x − x0) − p(n+1)

n (ξ)
︸ ︷︷ ︸

= 0 (7)für ein ξ ∈ [x, x0]. Die n malige Integration von (7) liefert den Ausdruk
f(x) − pn(x) =

f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x − x0)

n+1.7



BeispielWir nehmen f(x) = ex und x0 = 0. Dann ergibt sih mit (6)
pn(x) = 1 + x +

x

2
+

x

6
+ . . . +

xn

n!
. (8)Und es gilt

ex − pn(x) = eξ xn+1

(n + 1)!
≤ max(1, eξ)

xn+1

(n + 1)!
.Um ex mit x = M · 2E zu bestimmen, kann man wiefolgt vorgehen. Es gilt

|M | ∈ [1
2
, 1) und E ∈ Z.

ex = (eM)2E

. (9)Es genügt also, die Exponentialfunktion für Werte in [−1, 1] auswerten zu können.Dies kann mit Hilfe der Taylorpolynome pn geshehen. Dabei ist nah (7) derFehler maximal e
(n+1)!

. Für 8 Stellen Genauigkeit benötigt man shon p12. DieNutzung der Potenzgesetze spart aber Rehenzeit.
eM = (eM/256)256 = ((((((((eM/256)2)2)2)2)2)2)2)2. (10)� Bestimme M
28 .� Bestimme p4(M) mit p4 aus (8).� Quadriere p4(M) |E| + 8 mal.� Wenn E negativ ist, bestimme das Reziproke des letzten Ergebnisses.� Passe das Ergebnis an die Rehnerarithmetik an.Dabei sind ein 8-Stellen Shift sowie 4 Additionen und 4 Multiplikationen für dieAuswertung von p4 nötig. Hinzu kommen weitere |E| + 8 Multiplikationen undeine potentielle Division. Da selbst in einer 64bit Arithmetik e210

= Inf ist, istauh die Anzahl an Multiplikationen auf 22 beshränkt.Für höhere Genauigkeiten kann das benutzte pn noh weiter erhöht werden.3.2 Newton-VerfahrenDas Finden von Nullstellen von Funktionen ist niht immer einfah. Aus diesemGrund gibt es Nährungsverfahren, wie z.B. das Newton-Verfahren.Das Newton-Verfahren funktioniert am besten, wenn als Startpunkt ein Punktgewählt wird, der möglihst nah an der gesuhten Nullstelle liegt. Wir versuhenin diesem Verfahren, die Nullstelle x∗ durh mehrere Iterationen anzunähern.8



a 3
M 0, 75
E 2

M/256 1, 4142136
p4(M/256) 1, 00293398

(p4(M/256))256 2, 11700002
((p4(M/256))256)4 20, 0855369

M 0, 627673039
E 5
e3 20, 0855369Tabelle 1: Shritte bei der Bestimmung von e3Voraussetzungen dafür, dass das Newton-Verfahren überhaupt funktioniert, sinddie Folgenden:� eine stetig di�erenzierbare Funktion, die mindestens eine Nullstelle besitzt� die erste Ableitung sollte niht 0 werden an der NullstelleEs gibt vershiedene Herleitungen für dieses Verfahren. Im Folgenden stellen wireine von diesen vor. Diese basiert auf der zuvor vorgestellten Taylor-Entwiklung.Sei f(x) eine stetig di�erenzierbare Funktion. Weiterhin sei f(x∗) = 0, al dieFunktion f besitzt eine Nullstelle bei x∗. Dann sei x0 ≈ x∗. Jetzt betrahten wirdas p1-Polynom der Taylorentwiklung, also das Polynom bis zum Glied mit der1. Ableitung.

f(x) ≈ f(x0) + f ′(x0) · x − x0 = p1(x)Jetzt bestimmen wir die Nullstelle x1 dieses Polynoms.
f(x0) + f ′(x0) · (x1 − x0) = 0Nun stellt man die Gleihung einfah nur noh nah x1 um.

f ′(x0) · (x1 − x0) = −f(x0)

x1 − x0 = −f(x0)

f(x0)

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)9



Diese Vorgehensweise kann beliebig oft wiederholt werden um immer bessere Nä-herungen für x∗ zu erhalten und es ergibt sih dann folgende Iterationsvorshrift:
xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
(11)3.3 Konvergenz des Newton-VerfahrenWir betrahten die Iterationsfunktion des Newton-Verfahrens

ϕ(x) = x − f(x)

f ′(x)
.Es gilt für die Nullstelle x∗ dass ϕ(x∗) = x∗. und weiterhin

ϕ′(x) = 1 − (f ′(x))2 − f(x) · f ′′(x)

(f ′(x))2

= 1 − (f ′(x))2

(f ′(x))2
+

f(x) · f ′′(x)

(f ′(x))2

=
f(x) · f ′′(x)

(f ′(x))2
. (12)Damit gilt

x∗ − xn+1 = x∗ − ϕ(xn)

= ϕ(x∗) − ϕ(xn)

= ϕ(x∗) − (ϕ(x∗) + ϕ′(x∗)(xn − x∗) +
ϕ(ξ)

2
(xn − x∗)2. (13)Dabei ist ϕ(xn) bis zum Polynom p1 der Taylorentwiklung um x∗ entwikleltund das Fehlerglied addiert worden. Mit (12) folgt ϕ′(x∗) = 0 da f(x∗) = 0 und

f ′(x∗) 6= 0. Für (12) folgt damit
xn+1 − x∗ =

ϕ′′(ξ)

2
(xn − x∗)2für ein ξ ∈ [x∗, xn]. Da der Abstand zur Nullstelle im (n + 1)ten Shritt vomQuadrat des Abstands des nten Shrittes abhängt, spriht man auh von quadra-tisher Konvergenz. Wenn (xn −x∗) genügend klein ist, dann ist (xn+1−x∗) nohsehr viel kleiner. Anshaulih kann man sagen, dass sih die Anzahl korrekterStellen der Iterierten xn in jedem Shritt etwa verdoppelt.
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3.4 Division mit Hilfe des Newton-VerfahrensDie Division mit Hilfe des Newton-Verfahrens beruht auf dem Prinzip, dass wiruns eine Funktionsshar suhen die als Nullstellen die Reziprokenwerte der Zahlen
a hat, durh die wir dividieren möhten. Eine spezielle Wahl dieser Funktionensorgt dafür, dass das Newton-Verfahren ohne Divisionen anwendbar ist.Zur Bestimmung des Reziproken einer Zahl a kann man wie folgt vorgehen. ZurVereinfahung gehen wir von a > 0 aus. Das Vorzeihen von a und a−1 ist iden-tish. Wir mahen die folgenden Vorbetrahtungen� a = M · 2E,� 1

a
= 1

M
· 2−E ,� f(x) = 1
x
− M hat 1

M
als Nullstelle,� xn+1 = xn −

1

x n
−M

−
1

x2
n

= xn(2 − M · xn).Man muss also nur das Reziproke von Zahlen M ∈ [0, 5; 1) bestimmen können.
a = M · 2E

xn+1 = xn −
1
xn

− M

− 1
x2

n

= xn(2 − M · xn)Diese Gleihung dient uns zur Reziprokenberehnung. Da das Verfahren shnellerkonvergiert, wenn man Startwerte wählt, die in der Nähe der gesuhten Nullstelleliegen, benötigen wir ein Verfahren, das uns geeignete Startwerte (x0) liefert, alsosolhe, die bereits nahe an 1
M

liegen. Eine einfahe Möglihkeit ist eine Aproxi-mation von 1/M durh eine lineare Funktion der Form g(x) = mx + n.Die Funktionsgleihung kann man durh folgendes Gleihunggssystem gewinnen:
f(x) =

1

x

f(
1

2
) − g(

1

2
) = δ

f(1) − g(1) = δ

f(ξ) − g(ξ) = −δ

(f(ξ) − g(ξ))′ = 011
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Abbildung 1: Minimax-GeradeDabei fordern wir, dass der maximale Abstand zwishen f und g an den Rändernund an einer Zwishenstelle angenommen wird und insgesamt minimal ist. DieLösung dieses Gleihungsystems ist die sogenannte Minimax-Gerade
g(x) = −2 · x +

3

2
+
√

2.Mit diesem Startwert reihen für 8 Stellen Genauigkeit etwa 3 Newton-Shritte.� Bestimme x0 = g(M) = −2 · M + (3
2

+
√

2).� Bestimme x3 ≈ 1
M
.� Rehenbedarf: 7 Multiplikationen, 4 AdditionenDa 1/M ∈ (1; 2] liegt müssen wir nun noh die Zahl an den Mantissenbereih undden Exponenten anpassen.Dieses Verfahren zur Division (nah Multiplikation mit dem entsprehenden Zäh-ler) ist tatsählih shneller als die Vorgehensweise wie beim shriftlihen Divi-dieren.

1

a
≈ x3

2
· 2−E+112



a 3
M 0, 75
E 2

x0 1, 4142136
x1 1, 3284271
x2 1, 3333153
x3 1, 3333333

M 0, 6666667
E −1

1/a 0, 3333333Tabelle 2: Shritte bei der Bestimmung von 1/3AnwendungenWeitere Anwendungsmöglihkeiten sind zum Beispiel das Logarithmieren. Es gilt� a = M · 2E,� ln(a) = ln(M) + ln(2) · E,� ex − M hat ln(M) als Nullstelle.� xn+1 = xn − exn−M
exn

= xn − 1 + M · e−xn (Newton)Es muss also nur ln(M) für M ∈ [1
2
, 1) durh einige Newtoniterationen aus-gewertet werden. Dafür sind nur Additionen und Multiplikationen notwendig.Zusätzlih muss ln(2) als Konstante zur Verfügung stehen. Die Minimax-Geradefür den Startwert ist g(x) = 1, 38629436x− 1, 35646431.4 Der CORDIC-AlgorithmusDer CORDIC4 Algorithmus ist ein e�ektives Verfahren, um den Cosinus und denSinus und damit den Tangens eines Winkels nährungsweise zu bestimmen. DerAlgorithmus basiert auf folgender Iteration:4Die Abkürzung steht für Coordinate Rotation Digital Computer und wurde von Jak E.Volder Ende der 50er Jahre entwikelt.
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a 3
M 0, 75
E 2

x0 −0, 316743539
x1 −0, 287255667
x2 −0, 287681982
x3 −0, 287682073

ln(2) · 2 1, 38629436
x3 + ln(2) · 2 1, 09861229

M 0, 549306144
E 1

ln(3) 1, 09861229Tabelle 3: Shritte bei der Bestimmung von ln3







xn+1 = xn − dn · yn · 2−n

yn+1 = yn + dn · xn · 2−n

zn+1 = zn − dn · arctan 2−n

dn = sign(zn)

(14)Alle möglihen Werte von arctan 2−n für die vershiedenen n werden vorgespei-hert, wobei übliherweise n etwas gröÿer als die Mantissenlänge gewählt wird.Wenn |z0| kleiner oder gleih
∞∑

k=0

arctan 2−k = 1.743286047... (15)ist, dann ergibt sih
limn→∞





xn

yn

zn



 = K ×





x0 · cos z0 − y0 · sin z0

x0 · sin z0 + y0 · cos z0

0



 ,wobei der Skalierungsfaktor K gleih Π∞

n=0

√
1 + 2−2n = 1.64676025... ist. Umnun den Cosinus und Sinus eines Winkels zu bestimmen, benötigt man noh dieStartwerte für x, y und z. Die Zahl für die Cosinus bzw. Sinus bestimmt werden
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sollen, ist θ. Dabei kann θ maximal so groÿ wie der bei (15) berehnete Wert sein.
x0 =

1

K
= 0, 60725...

y0 = 0

z0 = θDas Grundprinzip ist, dass man versuht durh Drehung eines Einheitsvektors umvershiedene immer kleiner werdende Winkel ± arctan(2−n) einzukreisen. Ersetztman die Drehung um ± arctan(2−n) durh eine Drehstrekung mit dem zusätzli-hen Faktor √1 + 2−2n, dann sind diese Drehstrekungen durh den Algorithmus(14) realisiert. Zum Ausgleih der Strekung wird mit dem auf 1/K verkürztenVektor begonnen. Der �nale Vektor ist der um θ gedrehte Einheitsvektor, vondessen Komponenten cos θ und sin θ abgelesen werden können.Die Vorteile bei diesem Verfahren sind zum einen, dass es sowohl Cosinus alsauh Sinus gleihzeitig berehnet und dass man zum Berehnen nur addieren undMantissen shiften können muss.5 Oder doh lieber Tabellen?5.1 GrundlagenNeben der Möglihkeit die Werte einer Funktion auszurehenen, ist es auh mög-lih, Tabellen zur Wertebestimmung heranzuziehen. Dabei werden bestimmteStellen � die sogenannten Stützstellen � und die dazugehörigen Werte gespei-hert. Dieses Verfahren wurde bevor es Tashenrehner gab zur Bestimmung vonbeispielsweise Sinuswerten herangezogen. Damals ergab sih meist eine Genau-igkeit von a. 4 Stellen, weil die tabellarisierten Werte niht genauer angegebenwaren. Um die Werte zwishen zwei Stützstellen zu bestimmen, wurde einfaheine Gerade durh diese beiden Punkte gelegt und deren Werte als Näherungenangenommen. Dies ist jedoh bei einer geforderten Mashinengenauigkeit vonmindestens 16 Stellen zu ungenau. Und besser als eine solhe Gerade wäre einPolynom p(x) (n − 1)-ten Grades, wobei n die Anzahl der Stützstellen ist.
p(x) = a0 + a1x + a2x

2 + . . . + anxnDieses Polynom muss an allen Stützstellen die in der Tabelle abgespeihertenWerte annehmen, p(xi) = yi. Aber noh ist unklar ob dieses Polynom überhauptexistiert.Um die Existenz dieses Polynoms zu beweisen, de�nieren wir zuerst ein soge-nanntes Lagrange-Polynom (n − 1)-Grades, für das gilt:15



Li(xj) =

{

1, i = j

0, i 6= j
(16)Durh Multiplikation der Linearfaktoren ergibt sih:

li = (x − x1)(x − x2) · · · (x − xi−1)(x − xi+1) · · · (x − xn)

li(xi) = (xi − x1)(xi − x2) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)Dadurh ist in li die Bedingung li(xj) = 0 für i 6= j erfüllt. Durh Teilung von lidurh li(xi) ist auh die zweite Bedingung li(x)/li(xi) = 1 für i = j erfüllt und
Li(x) ist nun de�niert mit

Li(x) =
li

li(xi)
.Daraus ergibt sih für p

p = a1L1 + a2L2 + . . . + anLn.Und für die Stützstellen xi

p(xi) = a1L1(xi) + a2L2(xi) + . . . + anLn(xi).Dabei ist jedoh wegen Bedingung (16) jeder Summand auÿer aiLi(xi) gleihNull, denn Li und ai beziehen sih nur bei der Stützstelle xi auf das gleihe iund damit ist der Faktor Li in jedem anderem Summanten Null. Folglih ist
p(xn) = an = yn. Durh Koe�zientenvergleih an allen Stützstellen ergibt sih

p(x) = y1L1(x) + y2L2(x) + . . . + ynLn(x).Dieses Polynom existiert und erfüllt alle vorher an p(x) gestellten Anforderungen.Auh wenn die Existenz dieses Polynoms nun bewiesen ist, ist noh niht klar,dass dieses eindeutig ist, dies wie folgt zeigen.Nehmen wir einmal an, es gibt neben dem Polynom p(x) das Polynom q(x),16



welhes auh an allen Stützstellen xi durh die zugehörigen Funktionswerte yiläuft. q(x) ist wie p(x) ein Polynom (n − 1)-ten Grades.Wären p(x) und q(x) untershiedlih, dann lieÿe sih die Di�erenz r durh r =
p − q beshreiben. Da dies an allen Stellen von p und q gilt, folgt daraus auh

r(xi) = p(xi) − q(xi). (17)
r(x) ist ein Polynom (n− 1)-ten Grades, da es die Di�erenz von zwei Polynomen
(n − 1)-ten Grades ist. Aus (17) geht hervor, dass r(xi) immer gleih Null ist,da p und q an den Stellen xi gleih yi sein müssen. xi steht für die Stützstellen,deren Anzahl n ist (siehe oben). Damit hat r n Nullstellen. Es gibt nur einPolynom, dessen Grad kleiner ist als die Anzahl seiner Nullstellen und das istdie Nullfunktion. Deshalb gilt r(x) = 0 woraus folgt p(x) = q(x) und bewiesenwäre, dass nur ein Polynom p(x) vom Grad (n − 1) existiert, welhes durh alleStützstellen verläuft.Durh Interpolation mit dem Polynom lassen sih die Werte zwishen den tabella-risierten Stützstellen approximieren. Um eine sehr hohe Genauigkeit zu erhalten,müsste nun eigentlih nur die Anzahl an Stützstellen entsprehend hoh gewähltwerden. Wenn alle Stützpunkte gleih verteilt werden ergibt sih jedoh eine sehrgroÿe Abweihung an den Rändern des in der Tabelle angegebenen Intervalls.Dieses Bild verdeutliht die Abweihung bei einer Annäherung an die Sinuskurve(gestrihelt) mit einem Polynom bei 20 gleih verteilten Stützstellen:
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5.2 Tshebyshev-InterpolationUm diese Abweihung zu beheben ist es sinnvoll die Verteilung der Stützstellenzu verändern, indem man mehr Stützstellen an den Rändern wählt. Um dieseVerteilung zu optimieren wurde das sogenannte Tshebyshev-Verfahren entwi-kelt.Bei diesem Verfahren wird nah einem Polynom n-ten Grades gesuht, das in demIntervall [−1; 1] den maximalen Betrag 1 hat sowie alle Maxima und Minima bei
±1. Dabei steht n für die Anzahl der späteren Stützstellen. Das Polynom, welhesdiese Bedingungen erfüllt heiÿt Tshebyshev-Polynom Tn:

n = 0 : T0 = 1

n = 1 : T1 = x

n = 2 : T2 = 2x2 − 1...
n = k : Tk = cos(k · arccos(x))Um die Nullstellen zu bestimmen wird Tn gleih Null gesetzt, da der Cosinusseine Nullstellen bei π

2
+ (π)i für alle i ∈ N hat, ergibt sih:
k(arccos(x)) =

π

2
+ (π)i

arccos(x) =
π

k
(
1

2
+ i)

x = cos(
π

k
(
1

2
+ i))Der Cosinus nimmt auf dem Intervall [0; π] die Werte aus dem Intervall [−1; 1] an.Daraus ergibt sih die Ungleihung 0 ≤ π

k
(1

2
+i) ≤ π, das heiÿt i nimmt alle Wertezwishen i = 0 und i = k−1 an. Dies bedeutet auh, dass es ingesamt k Nullstel-len gibt welhe als Stützstellen dienen. Die Polynominterpolation einer beliebigenFunktion an diesen Stützstellen weist eine bedeutend höhere Genauigkeit auf alsmit gleihverteilten Stützstellen. Eine Vergleihsrehnung zu den gleihverteiltenStützstellen zeigte nur noh Abweihungen in der Gröÿenordnung der Mashi-nengenauigkeit und die Graphen der Funktion und der Interpolierenden warendekungsgleih.
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5.3 Das Horner-ShemaWie bereits gesehen, basieren viele Näherungsverfahren auf Polynomauswertun-gen (Taylorpolynome, Interpolationspolynome). Dabei kommt der E�zienz undRehengeshwindigkeit eine immer gröÿere Bedeutung zu. Dies hat zur Folge,dass versuht wird, die Algorithmen zu optimieren.Das Horner-Shema ist eine spezielle Anordnung der Faktoren eines Polynoms
p(x) = a0 + xa1 + x2a2 + x3a3... + xnanBei Betrahtung ergibt sih, dass hier n Additionen benötigt werden. Hinzu kom-men noh zur Auswertung der xk-Potenzen jeweils (k−1) Multiplikationen. Durhden steigenden Exponenten addiert mit den Multiplikationen der x-Potenzen undder dazugehörigen Koe�zienten ak ergeben sih insgesamt n(n+1)

2
Multiplikatio-nen.Wird das x ausgeklammert ergibt sih folgedes Polynom:

p(x) = a0 + x(a1 + xa2 + x2a3... + xn−1an)Nun wird x im entstandenen Faktor wieder ausgeklammert so dass sih folgendesPolynom ergibt:
p(x) = a0 + x(a1 + x(a2 + xa3... + xn−2an))Dieses Prinzip lässt sih n-mal wiederholen, sodass sih folgendes Polynom ergibt:
q(x) = a0 + x(a1 + x(a2 + x(a3... + xan))...))Dieses Polynom q(x), das durh äquivalente Umformung aus dem ursprünglihenPolynom p(x) hervorgegangen ist wird jetzt noh auf E�zienz untersuht. Ge-naues Zählen liefert, dass n Additionen und nur noh n Multiplikationen nötigsind.6 FazitWozu nun selber rehnen? Mit unserem Projekt sollte verdeutliht werden, wieein Computer rehnet und vor allem sollte gezeigt werden, wo die Grenzen un-serer Rehner liegen. Wenn man diese Grenzen kennt, weiÿ man auh, ab wannman selbst rehnen muss. Auh wenn die Mashinengenauigkeit bei einem 64bit-Zahlensystem sehr klein ersheint, kann in längeren Rehnungen mit vielen Ite-rationen so oft aufsummiert werden, dass das Ergebnis entweder verfälsht odergänzlih ungenau wird. Wenn man jedoh weiÿ, dass das Ergebnis eines Rehners19



niht immer exakt sein kann, lohnt es sih längere Rehnungen shon anfangs soeinfah wie möglih zu halten, damit die vermutete Ungenauigkeit so gering wiemöglih wird und besser berüksihtigt werden kann.
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Komplexe Zahlen und GeometrieTeilnehmer:Niklas Rughöft Herder-ObershuleJan Putzig Heinrih-Hertz-ObershuleRon Wenzel Heinrih-Hertz-ObershuleAlexey Louthko Heinrih-Hertz-ObershuleJoe Hannes Gerstung Heinrih-Hertz-ObershuleJörn Brodthagen Andreas-ObershuleGruppenleiter:Heino Hellwig Humboldt-Universität zu Berlin,Mitglied im DFG-Forshungszentrum Matheon�Mathematik für Shlüsseltehnologien�Unsere Arbeitsgruppe befasste sih mit den komplexen Zahlen und ihrer geome-trishen Darstellung. Die komplexen Zahlen wurden dann zur Lösung einfahergeometrisher Probleme herangezogen. Die Inversion am Kreis und die stereogra-phishe Projektion wurden eingeführt und einige ihrer Eigenshaften bewiesen.Mit diesem Wissen konnte dann die Möbiustransformationen geometrish gedeu-tet werden, welhe im Kurz�lm Möbius Transformations Revealed auf eindruks-volle Weise visualisiert wurden.
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1 Der Körper der komplexen ZahlenIn diesem Abshnitt werden kurz die grundlegenden Eigenshaften der komplexenZahlen wiederholt.De�nition: Die komplexen Zahlen C = {R × R, ·, +} bestehen aus den geordne-ten, reellen Zahlenpaaren, versehen mit einer wie folgt de�nierten Addition
(x1, y1) + (x2, y2) := (x1 + x2, y1 + y2) (1)und Multiplikation

(x1, y1) · (x2, y2) := (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1). (2)Damit die Menge der komplexen Zahlen einen Körper bildet, müssen bestimmteBedingungen erfüllt sein. Es müssen die Assoziativgesetze, die Kommutativgeset-ze und die Distributivgesetze gelten. Auÿerdem muss die Menge der komplexenZahlen ein Nullelement (also ein neutrales Element für die Addition), ein Einsele-ment (also ein neutrales Element für die Multiplikation) und ein inverses Elemententhalten:� Assoziativgesetze:
((x1, y1) · (x2, y2)) · (x3, y3) = (x1, y1) · ((x2, y2)) · (x3, y3))

((x1, y1) + (x2, y2)) + (x3, y3) = (x1, y1) + ((x2, y2)) + (x3, y3))� Kommutativgesetze:
(x1, y1) · (x2, y2) = (x2, y2) · (x1, y2)

(x1, y1) + (x2, y2) = (x2, y2) + (x1, y2)� Distributivgesetze:
(x1, y1) · ((x2, y2) + (x3, y3)) = (x1, y1) · (x2, y2) + (x1, y1) · (x3, y3)

((x1, y1) + (x2, y2)) · (x3, y3) = (x1, y1) · (x3, y3) + (x2, y2) · (x3, y3)� Existenz der neutralen Elemente:a) bzgl. Multiplikation:
(x, y) · (1, 0) = (x, y)b) bzgl. Addition:
(x, y) + (0, 0) = (x, y)22
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Abbildung 1: Die Addition komplexer Zahlen� Existenz der inversen Elemente:a) bzgl. Multiplikation:
(x1, y1) · (

x1

(x2
1 + y2

1)
,

−y1

(x2
1 + y2

1)
) = (1, 0)b) bzgl. Addition:

(x, y) + (−x,−y) = (0, 0)Da alle Eigenshaften erfüllt sind, bildet die Menge der komplexen Zahlen tat-sählih einen Körper.Dieser neue Zahlenbereih wurde gesha�en, da Gleihungen der Form
z2 = −1 (3)in der Menge der reellen Zahlen keine Lösungen haben. Die so genannte imagi-näre Einheit i (Euler, 1777) wird eingeführt als i := (0, 1). Es gilt dann:

i2 = i · i = (0, 1) · (0, 1) = (−1, 0) = −1.Allgemein lässt sih eine komplexe Zahl z als geordnetes Paar zweier reeller Zahlen
(x, y) darstellen, wobei der x-Wert den Realteil und der y-Wert den Imaginärteilder Zahl z bestimmt:

z = x + yi = Re(z) + Im(z)i.2 Die Geometrie der komplexen ZahlenJede komplexe Zahl z = x + yi lässt sih als Punkt P = (Re(z), Im(z)) = (x, y)der Ebene geometrish deuten. Die Addition und Multiplikation erlauben so geo-metrishe Interpretationen. Um die Addition zweier komplexer Zahlen v und w23
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Abbildung 2: Die Multiplikation komplexer Zahlenzu veranshaulihen, fasst man sie als Vektoren auf und verfährt nah der Par-allelogrammregel, indem man v an w abträgt. Der daraus resultierende Vektor zist die Summe der beiden komplexen Zahlen.Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen ist geometrish gesehen eine Dreh-strekung. Um zwei komplexe Zahlen v und w in Polarshreibweise zu multipli-zieren, addiert man die Winkel α und β der beiden Zahlen und multipliziert dieBeträge |v| und |w| der beiden Zahlen.De�nitionen: Für jede komplexe Zahl z ∈ C heiÿt z := x − iy die konjugiertkomplexe Zahl. Der Betrag einer komplexen Zahl wird de�niert durh
|z| :=

√

(zz) =
√

x2 + y2.Es gilt:
Re(z) =

1

2
(z + z)

Im(z) = 1/2i(z − z)Eigenshaften der Konjungierten:i) w + z = w + zii) w · z = w · ziii) z = z 24



Kreise in der Gauÿ'shen Zahlenebene:In der Gauÿ'shen Zahlenebene gilt für den Abstand d zweier Punkte z1 und z2:
d = |z1 − z2|.Der Kreis mit dem Mittelpunkt M(a, b) und dem Radius r wird mit Kr(M)bezeihnet. Er besteht aus den Punkten, die von M den Abstand r haben. Mit

M = a + bi gilt.
Kr(M) := {z : |M − z| = r}Da beim Rehnen die Betragsstrihe stören, wird umgeformt:

|M − z|2 = (M − z)(M − z) = (M − z)(M − z)Daraus folgt:
(M − z)(M − z) = r2

zz − Mz − Mz + MM − r2 = 0Somit kann man Kreise in der Gauÿ'shen Zahlenebene wie folgt darstellen:
Kr(M) := {z ∈ C|zz − Mz − Mz + MM − r2 = 0}, (4)wobei MM − r2 stets eine reelle Zahl.Komplexe Zahlen können sehr hilfreih bei geometrishen Problemen sein, diemit konventionellen Mitteln erheblih shwieriger zu lösen wären. Daher sollendie komplexen Zahlen nun genutzt werden, um einige Aufgaben der Elementar-geometrie zu lösen.Aufgabe:Auf einer Shatzinsel stehen eine Kiefer, eine Linde und ein Galgen. Ein Pirathat vor langer Zeit einen Shatz dort verstekt. Er ist vom Galgen zur Kiefergegangen und ist um 270◦ gedreht die selbe Streke nohmal gelaufen und hatdiesen Punkt markiert.Dannah ist er vom Galgen zur Linde gegangen und ist um

90◦ gedreht diese Streke nohmal gelaufen und hat diesen Punkt auh markiert.In der Mitte zwishen diesen beiden Punkten hat er den Shatz vergraben (siehe2). Als er nah einigen Jahren wieder zurük zur Insel gekommen ist, war derGalgen weg. Wo ist der Shatz vergraben?Lösung:Wir legen uns über die Insel ein Koordinatensystem, sodass die Bäume an denPositionen (−1, 0) und (1, 0) sind. Der Galgen be�ndet sih ander Position (a+bi).Nun vershieben wir den Galgen um 1 nah links und drehen ihn um 90◦ gegenden Uhrzeigersinn (durh Multiplikation mit −i):
−i((a − 1) + bi) = −ia + i + b = b + i(−a + 1).25



Abbildung 3: Position des ShatzesDanah vershieben wir den Punkt wieder um 1 nah rehts: w1 = b+1+ i(−a+
1) ist also der erste markierte Punkt. Analog mahen wir dies nun für w2 underhalten w2 = −b − 1 + i(a + 1). Nun berehnen wir die Position des Shatzes:

s =
w1 + w2

2
=

b + 1 + i(−a + 1) − b − 1 + i(a + 1)

2
=

ia − ia + 2i

2
= iDer Shatz ist also, unabhängig von der Position des Galgen, an der Stelle ibegraben!Satz:Konstruiert man auf den Seiten eines beliebigen Viereks Quadrate, so sind dieStreken, die die Mittelpunkte gegenüberliegender Quadrate verbinden, gleihlang und stehen senkreht aufeinander.Beweis:Für den Beweis ziehen wir nun die komplexen Zahlen zur Hilfe. Wir wählenden Ursprung von C als den Punkt A und beshreiben die weiteren Ekpunktedurh Addition von den komplexen Zahlen a, b, c, d ∈ C. Die Ekpunkte habendie Darstellung:

B = 2a, C = 2a + 2b, D = 2a + 2b + 2c, A = 2a + 2b + 2c + 2dUnsere einzige Bedingung, damit das Vierek geshlossen ist, ist: a+b+c+d = 0.Um den Mittelpunkt p des Quadrates über der Streke AB = 2a zu erhalten,nehmen wir nun erst die Hälfte der Seite und addieren die selbe Streke im rehtenWinkel zu AB. Um eine komplexe Zahl um 90◦ gegen den Uhrzeigersinn zu drehenmultiplizieren wir sie mit i:
p = a + ai.26
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Abbildung 4: Quadrate über einem SehnenvierekEbenso verfahren wir mit den anderen Quadratmittelpunkten und erhalten:
q = 2a + b + bi, r = 2a + 2b + c + ci, s = 2a + 2b + 2c + d + di.Die den komplexen Zahlen e, f ∈ C mit e = r − p und f = s − q zugeordne-ten Ortsvektoren repräsentieren die Streken zwishen den gegenüberliegendenQuadratmittelpunkten. Sie berehnen sih zu: e = b + 2c + d + id − ib und

f = a + 2b + c + ic − ia. Um nun zu zeigen, dass e und f den gleihen Betraghaben sowie orthogonal zueinander sind, müssen wir nur zeigen, dass e + if = 0gilt. Wieder verwenden wir also die Multiplikation mit i, um eine Drehung um
90◦ zu erreihen:
e+ if = b+2c+d+ id− ib+ ia+2ib+ ic− c+a = a+ b+ c+d+ i(a+ b+ c+d).Nah unserer Voraussetzung gilt a + b + c + d = 0, also stimmt die Gleihung.q.e.d.Weitere Anwendungen �nden die komplexen Zahlen in der Zahlentheorie. Wir be-trahten dazu dasGauÿshe Zahlengitter Γ, welhes aus allen Zahlen z = a+bimit a, b ∈ Z besteht. mit dessen Hilfe lässt sih leiht der folgende Satz beweisenlässt.Satz (Zwei-Quadrate-Satz):Können zwei ganze Zahlen M, N ausgedrükt werden als die Summe zweier Qua-dratzahlen, so gilt das auh für das Produkt.27
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Abbildung 5: Die Inversion am KreisBeweis:Sei M = a2 + b2, N = c2 + d2 und z = a + ib, w = c + id mit a, b, c, d ∈ Z.Beahte, dass gilt: |a + ib|2 = (a + ib)(a − ib) == a2 + b2 und |c + id|2 = c2 + d2.Dann ist:
M · N = |a + ib|2 · |c + id|2 = zzww = zwzwund da zw ∈ Γ gilt: zw := u = k + il mit k, l ∈ Z und daher auh:

k2 + l2 = |u|2 = u · u = M · N.3 Inversion am KreisLineare Abbildungen der komplexen Ebene auf sih selber haben die Form:
f(z) = az + b,wobei a, b ∈ C und |a| = 1 und beshreiben aus Translation und Rotation zu-sammengesetzte orientierungserhaltende Bewegungen. Lineare Abbildungen derForm
f(z) = az̄ + b,wobei a, b ∈ C und |a| = 1 beshreiben zusätzlih noh die Spiegelung und sindniht orientierungserhaltend. Eine weitere wihtige komplexe Abbildung ist dieInversion am Kreis.De�nition: Die Inversion oder Spiegelung am Kreis mit Mittelpunkt Ound Radius r ist die Abbildung, welhe jeden Punkt X einen Punkt X ′ zuordnet,derart, dass X ′ auf der Halbgerade OX liegt und die Abstandsgleihung:

|OX| · |OX ′| = r228



erfüllt.Als komplexe Abbildung wird die Inversion am Einheitskreis durh
f(z) =

1

z
(5)gegeben.Eine wihtige Eigenshaft der Inversion ist:Satz:Die Inversion bildet Kreise auf Kreise und Geraden ab.Beweis:Gegeben sei ein Kreis in allgemeiner Form:

f(x, y) = A(x2 + y2) + Bx + Cy + D = 0Inversion am Einheitskreis liefert für das Bild des Punktes P (X, Y ) den Punkt
P (x, y) mit x = X

X2+Y 2 , y = Y
X2+Y 2 . Daher ist

f(
X

X2 + Y 2
,

Y

X2 + Y 2
) = A

1

X2 + Y 2
+ B

X

X2 + Y 2
+ C

Y

X2 + Y 2
+ D = 0D.h.: A + Bx + Cy + D(X2 + Y 2) = 0.Es sind zwei Fälle zu untersheiden:i) D = 0− > A + Bx + Cy = 0, also eine Geradeii) A = 0− > Bx + Cy + D(x2 + y2) = 0, das ist ein Kreis durh den Ursprung.

�Folgerung:Insbesondere werden Kreise durh den Ursprung auf Geraden abgebildet.Hilfssatz:Wir betrahten die Punkte s,t und deren Bildpunkte S,T nah Inversion am Kreismit Radius r. Die Strekenlänge |st| wird wie folgt transformiert:
|ST | =

r2 · |st|
|Os| · |Ot|Beweis:Es gilt:

△Ost ∼ △OTS.Daher ist
| st |
| ST | =

| Os |
| OT | (6)29
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Abbildung 6: Ähnlihe Dreieke bei der Inversion am Kreis.und wegen
| OT |= r2

| Ot | . (7)Setzen wir (7) in (6) ein, so erhalten wir gerade die Behauptung.Theorem von Ptolemaios:Vorraussetzung: V iereck ABCD mit ABCD ∈ Kreis K.Behauptung: Die Summe der Produkte der gegenüberliegenden Seitenlängen istgleih dem Produkt der Diagonalenlängen:
|AD| · |BC| + |AB| · |CD| = |AC| · |BD| (8)Beweis:Wir legen einen Inversionskreis K mit D als Mittelpunkt fest, der das Vierekkomplett umfasst. Dann gilt:

|A′B′| + |B′C ′| = |A′C ′|Mit obigem Hilfssatz folgt:
|A′B′| =

r2 · |AB|
|AD||BD| |B′C ′| =

r2 · |BC|
|BD||CD| |A′C ′| =

r2 · |AC|
|AD||CD| .Also:

|AB|
|AD||BD| +

|BC|
|BD||CD| =

|AC|
|AD||CD|und daher:

|AB||CD| + |BC||AD| = |AC||BD| �30



A

B

C

D

A´ B´ C´

K

Abbildung 7: Anwendung der Inversion beim Beweis des Theorems von Ptole-maios.4 Die stereogra�she ProjektionDa die Stützung f(z) = 1
z
und die Inversion g(z) = 1

z̄
, Kreise niht nur auf Kreiseund Geraden niht nur auf Geraden, sondern auh Kreise auf Geraden und Gera-den auf Kreise abbilden, ist es sinnvoll, diese Abbildungen niht in der Zahlenebe-ne sondern auf einer Kugel zu untersuhen. Die Riemann'shen Zahlenkugel hatden Radius 1

2
und ihr Südpol liegt auf dem Ursprung. Die Stereogra�she Projek-tion ist die Abbildung, die jeden Punkt auf der Ober�ähe der Riemann'shenZahlenkugel einem Punkt der Gauss'shen Zahlenebene zuordnet. Hierfür wirdeine Gerade durh den Nordpol der Zahlenkugel und den entsprehenden Punktauf der Kugelober�ähe gelegt. Der Shnittpunkt dieser Gerade mit der Zahle-nebene ist der gesuhte Punkt auf der Zahlenebene. Der Nordpol N (0,0,1) wirddabei dem formal eingeführten Punkt P∞ zugeordnet. Punkte der Ebene werdenauf die gleihe Weise Punkten der Kugelober�ähe zugeordnet. Interessanterweisewerden Geraden und Kreise immer als Kreise auf die Kugelober�ähe projiziert.Der Beweis, dass jede Gerade als Kreis abgebildet wird ist denkbar einfah:Da die Shnittlinie einer Ebene und einer Kugel stets ein Kreis ist, ist auh dasBild einer beliebigen Gerade ein Kreis durh den Nordpol. Dieser Kreis entsprihtder Shnittlinie von Kugel und Ebene, in der sowohl die Gerade, als auh derNordpol liegt.
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Abbildung 8: Die stereogra�she Projektion.Satz:Kreise werden bei der stereogra�shen Projektion wieder auf Kreise abgebildet.Beweis:Wir ziehen eine Gerade durh die Punkte N(ordpol) (0,0,1), P'(u,v,w) und P(x,y,0). Ausgehend von (0, 0, 1) + λ((x, y, 0) − (0, 0, 1)) erhalten wir die Gerade
g : (λx, λy,−λ + 1). Durh Einsetzen in die Kugelgleihung u2 + v2 + (w − 1

2
)2 =

(1
2
)2, ergibt sih hier die Gleihung:

(λx)2 + (λy)2 + (−λ +
1

2
)2 = (

1

2
)2 (9)Davon ausgehend, das λ vershieden von 0 ist, ergibt sih:

(u, v, w) =
(x, y, x2 + y2)

x2 + y2 + 1
(10)Setzen wir diese Formeln für die entsprehenden Variablen in eine Ebenenglei-hung au + bv + cw = d ein, so erhalten wir nah Umstellen:

ax + by = (d − c)(x2 + y2) + d (11)Dies ist die die Gleihung für einen Kreis in der komplexen Ebene.Wie wirkt sih die Inversion am Einheitskreis auf die Punkte der Zahlenkugelaus? Es gilt: 32
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OAbbildung 9: Spiegelung am Äquator und Inversion am Einheitskreis.Satz:Die Inversion am Einheitskreis entspriht in der Zahlenkugel einer Spiegelung amÄquator.Beweis:Wir betrahten die Punkte P, Q und deren Bildpunkte P ′, Q′ nah der stereogra-�shen Projektion. Es gilt dann:
△NOP ′ ∼ △Q′ON,da beide Dreieke rehtwinklig sind und für die Kathetenverhältnisse

1

|OP | =
|OQ|

1gilt. Daher sind die Winkel ∠ONP und ∠Q′ON gleih groÿ, was bedeutet, dass
Q′ das Spiegelbild von P ′ am Äquator ist.5 Die MöbiustransformationenEine Möbiustransformation ist eine Abbildung der Form

w = M(z) =
az + b

cz + d
,33



wobei a, b, c, d ∈ C und ad − bc 6= 0.i) Ist c = 0, so ist
w = M(z) =

az + b

d
= a′z + b,d.h. die Möbiustransformation ist in diesem Fall eine Verknüpfung einer Skalie-rung (um |a′|), einer Drehung (um arg(a′)) und einer Translation (um b).ii) Ist c 6= 0, so setze D := ad − bc. Dann ist

w − a

c
=

az + b

cz + d
− a

c
=

−D

c(cz + d)
.Die Möbiustransformation ist in diesem Fall eine Verknüpfung von:a) Vershiebungen (Translationen)b) Drehstrekungen) Inversion am Einheitskreis undd) Spiegelung an der x-Ahse.Mit Hilfe der Riemann'shen Zahlenkugel können Möbiustransformationen ver-anshauliht werden:- Translationen entsprehen Vershiebungen der Kugel.- Drehungen entsprehen Rotationen der Kugel entlang der vertikalen Ahse.- Strekungen entsprehen dem Anheben oder Absenken der Kugel.- Inversionen am Kreis entsprehen Spiegelungen am Äquator.Dieses wurde im Kurz�lm Moebius Transformations Revealed von Arnold undRogness (http://www.ima.umn.edu/ arnold/moebius/) gezeigt.6 Literaturhinweise� Niederdrenk-Felgner, C.: Themenheft: Komplexe Zahlen. Klett Verlag (2004).� Rademaher, H.: Higher Mathematis from an Elementary Point of View,Birkhäuser, Boston u.a. (1982).� Bakelman, I.J.: Spiegelung am Kreis, Leipzig (1976).
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Abhörsicheres Telefonieren mit demMobiltelefon oder die Sicherheit beim Einsatz
von Chipkarten sind zwei von unzähligen Beispielen aus dem Alltagsleben, bei
denen das sichere Verschlüsseln von Daten eine entscheidende Rolle spielt. Dabei
sollte das Verschlüsseln dieser Daten so clever sein, dass ein Abhören durch Un-
befugte wertlos ist, also: Lauschen zwecklos! Dies ist mit Mathematik möglich.
In unserem Sommerschul-Kurs haben wir ein 350 Jahre altes Resultat aus der
Zahlentheorie hergeleitet, welches für das 1977 von R. Rivest, A. Shamir und L.
Adleman erfundene Verschlüsselungsverfahren, das sogenannte RSA-Verfahren,
die Grundlage bildet. Dies ist ein asymmetrisches Verschlüsselungsverfahren, das
zwei verschiedene Schlüssel zum Ver- und Entschlüsseln verwendet. Weiter haben
wir uns mit dem sogenannten Faktorisierungsproblem beschäftigt, auf welchem
die Sicherheit des RSA-Verfahren beruht.
Ein moderneres Verfahren, das bei gleicher Sicherheitsleistung eine geringere
Schlüssellänge benötigt, benutzt elliptische Kurven. Dabei verstehen wir unter
einer elliptische Kurve eine kubische Kurve, die durch eine Gleichung der Form
y2 = x3 + a · x2 + b · x+ c mit a, b, c ∈ Q gegeben ist. Wir haben untersucht, wie
elliptische Kurven zur Verschlüsselung herangezogen werden können. Schlieÿlich
haben wir die von uns erarbeiteten Verschlüsselungsverfahren programmiert.
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1 Zahlentheoretische Grundlagen

1.1 Der gröÿte gemeinsame Teiler

De�nition 1.1. Die natürliche Zahl d ∈ N heiÿt gröÿter gemeinsamer Teiler von
a ∈ Z und b ∈ Z, falls gilt:

(1) d|a und d|b;

(2) Für alle c ∈ Z mit c|a und c|b gilt auch c|d.

Bezeichnung. (a, b):= gröÿter gemeinsamer Teiler von a und b.

Beispiel. Die Zahlen a = 30 und b = 12 haben die gemeinsamen Teiler 1, 2, 3 und
6. Weiter gilt 1|6, 2|6, 3|6 und 6|6. Damit ist der gröÿte gemeinsame Teiler von
30 und 12 gleich (a, b) = (30, 12) = 6.

1.2 Euklidischer Algorithmus

Normalerweise liefert die Primfaktorenzerlegung der Zahlen a und b auf einfache
Weise den gröÿten gemeinsamen Teiler. Zum Beispiel erhalten wir mit Hilfe der
eindeutigen Zerlegungen a = 30 = 2 · 3 · 5 und b = 12 = 2 · 2 · 3 sofort den gröÿten
gemeinsamen Teiler (a, b) = (30, 12) = 2 · 3 = 6.
Dieses Verfahren ist jedoch für groÿe Zahlen für den Computer sehr aufwendig
zu berechnen. Deshalb führen wir den Euklidischen Algorithmus ein.

Satz 1.1 (Euklidischer Algorithmus). Seien a, b ∈ Z mit a > b und b 6= 0. Wir
betrachten dann die fortgesetzte Division mit Rest, welche zu dem Schema

a = q1 · b+ r1 (0 < r1 < |b|)
b = q2 · r1 + r2 (0 < r2 < r1)

r1 = q3 · r2 + r3 (0 < r3 < r2)

...

rn−2 = qn · rn−1 + rn (0 < rn < rn−1)

rn−1 = qn+1 · rn + 0

führt. Dieses Verfahren bricht nach endlich vielen Schritten ab, d.h. es �ndet sich
ein n ∈ N derart, dass rn+1 = 0 ist. Überdies ist der letzte nicht verschwindende
Rest rn ein gröÿter gemeinsamer Teiler von a und b, d.h. es gilt

(a, b) = rn.
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Beweis. Da es nur endlich viele natürliche Zahlen r1, . . . , rn mit

0 ≤ rn < . . . < r2 < r1 < |b|

gibt, ist klar, dass die fortgesetzte Division mit Rest nach endlich vielen Schritten
abbrechen muss. Sei rn der letzte nicht verschwindende Rest. Wir zeigen zunächst,
dass rn die Eigenschaft (1) aus De�nition 1.1 besitzt, wobei wir die Gleichheiten
des obigen Schemas benutzen. Auf Grund der letzten Gleichung rn−1 = qn+1 · rn
dieses Schemas gilt

rn|rn−1. (1.1)

Wegen rn−2 = qn · rn−1 + rn folgt mit (1.1), dass auch

rn|rn−2

gilt. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens können wir damit sukzessiv die Eigen-
schaft (1) aus De�nition 1.1 für rn beweisen.
Nun zeigen wir, dass rn die Eigenschaft (2) aus De�nition 1.1 besitzt. Dazu be-
weisen wir, dass es x, y ∈ Z gibt, so dass

rn = x · a+ y · b (1.2)

gilt. Dazu rollen wir das Schema der fortgesetzten Division mit Rest aus Satz 1.1
wie folgt rückwärts auf

rn = rn−2 − qn · rn−1

rn = rn−2 − qn · (rn−3 − qn−1 · rn−2)

= rn−2 · (1 + qn · qn−1)− rn−3 · qn
rn = (rn−4 − qn−2 · rn−3) · (1 + qn · qn−1)− rn−3 · qn

= rn−4 · (1 + qn · qn−1)− rn−3 · (qn−2 + qn · qn−1 · qn−2 − qn)
...

rn = x · a+ y · b

mit ganzen Zahlen x, y ∈ Z, was (1.2) beweist. Sei nun c ∈ Z mit c|a und c|b.
Dann gilt auch

c|(x · a+ y · b)
und somit wegen der Gleichheit (1.2) auch c|rn. Insgesamt erhalten wir somit

(a, b) = rn,

wie behauptet.

Hierbei haben wir auch den für das Folgende wichtigen Satz bewiesen.
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Satz 1.2 (Erweiterter Euklidischer Algorithmus). Seien a, b ∈ Z mit b 6= 0. Dann
gibt es x, y ∈ Z, so dass gilt:

(a, b) = x · a+ y · b.

Sind speziell a und b teilerfremd, dann gilt

1 = x · a+ y · b.

Beispiel. Für a = 925 und b = 65 berechnen wir

925 = 14 · 65 + 15

65 = 4 · 15 + 5

15 = 3 · 5.

Damit folgt, dass
(925, 65) = 5

gilt. Rollen wir das obige Schema rückwärts auf, erhalten wir

5 = 65− 4 · 15

5 = 65− 4 · (925− 14 · 65)

5 = −4 · 925 + 57 · 65.

Damit gilt
(925, 65) = −4 · 925 + 57 · 65.

1.3 Rechnen modulo p

De�nition 1.2. Für a, b ∈ Z und eine natürliche Zahl m > 0 de�nieren wir die
Operationen ⊕ : Z× Z→ Z und � : Z× Z→ Z gemäÿ

a⊕ b = Rm(a+ b),

a� b = Rm(a · b);

hierbei bezeichnet Rm(n) den Rest der ganzen Zahl n nach Division durch m.

Beispiel. Ist m = 5, so gelten für a = 5 und b = 3 die Gleichheiten

5⊕ 3 = R5(5 + 3) = 3,

5� 3 = R5(5 · 3) = 0.

De�nition 1.3. Wir de�nieren

a ≡ b mod m⇐⇒ Rm(a) = Rm(b),

in Worten: a heiÿt kongruent zu b modulo m, genau dann, wenn a und b nach
Division durch m den gleichen Rest lassen.
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Beispiel. Ist m = 5, so gilt für a = 17 und b = 7 die Äquivalenz

17 ≡ 7 mod 5⇐⇒ R5(17) = 2 = R5(7),

d.h. 17 ist kongruent zu 7 modulo 5.
Bemerkung. Man kann bei einer Kongruenz modulo m fast wie bei echter Gleich-
heit rechnen. Zum Beispiel gilt für a ≡ b mod m und c ≡ d mod m:

(1) a± c ≡ b± d mod m,

(2) a · c ≡ b · d mod m.

Beispiel. Wir erklären nun an Hand eines Beispiels, dass man die Gleichung

a · x ≡ 1 mod m,

modulo m lösen kann, d.h. wir suchen nach einer Lösung x ∈ N mit 0 ≤ x < m,
vorausgesetzt, dass (a,m) = 1 ist. Dies ist grundlegend für die folgenden Kapitel.
Sei dazu a = 23 und m = 56. Dann gilt

23 · x ≡ 1 mod 56

⇐⇒ 23 · x+ y · 56 ≡ 1 mod 56,

wobei y ∈ Z beliebig ist. Nun wird der Euklidische Algorithmus angewendet.

56 = 2 · 23 + 10

23 = 2 · 10 + 3

10 = 3 · 3 + 1

3 = 3 · 1 + 0.

Nun rollen wir den Euklidischen Algorithmus rückwärts auf.

1 = 10− 3 · 3
1 = 10− 3 · (23− 2 · 10)

1 = 10− 3 · 23 + 6 · 10

1 = (56− 2 · 23)− 3 · 23 + 6 · (56− 2 · 23)

1 = 7 · 56− 17 · 23.

Damit gilt

23 · (−17) + 7 · 56 ≡ 1 mod 56

⇐⇒ 23 · (−17) + 23 · 56 ≡ 1 mod 56

⇐⇒ 23 · (−17 + 56) ≡ 1 mod 56

⇐⇒ 23 · 39 ≡ 1 mod 56.

Damit ist x = 39 eine Lösung der Gleichung 23 · x ≡ 1 mod 56 mit 0 ≤ x < 56.
Bemerkung. Im Folgenden bezeichnen wir die Zahl x ∈ N mit 0 ≤ x < m und
a · x ≡ 1 mod m mit dem Symbol a−1.
Bemerkung. Ist p eine Primzahl, dann ist die Menge Fp := {0, 1, . . . , p − 1} der
Reste modulo p ein Körper mit p Elementen.
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1.4 Die Sätze von Fermat und Euler

Satz 1.3 (Satz von Fermat). Es sei p eine Primzahl. Dann gilt für alle a ∈ Z,
die nicht Vielfache von p sind:

ap−1 ≡ 1 mod p.

Beweis. Es sei nun p eine Primzahl und a ∈ N kein Vielfaches von p. Zunächst
bemerken wir, dass sich die Vielfachen

a, 2a, 3a, . . . , (p− 1)a

bis auf die Reihenfolge als

1 + k1p, 2 + k2p, 3 + k3p, . . . , (p− 1) + kp−1p

darstellen lassen, wobei k1, . . . kp−1 ∈ N sind. Bilden wir das Produkt dieser Viel-
fachen, erhalten wir somit die Gleichheit

a · 2a · 3a · · · · · (p− 1)a = (1 + k1p) · (2 + k2p) · (3 + k3p) · . . . · (p− 1 + kp−1p),

welche man für ein l ∈ Z in der folgenden Form schreiben kann

(p− 1)! · ap−1 = (p− 1)! + l · p
⇐⇒ (p− 1)! · ap−1 ≡ (p− 1)! mod p. (1.3)

Wegen ((p − 1)!, p) = 1 gibt es nach dem Satz vom erweiterten Euklidischen
Algorithmus zwei Zahlen x, y ∈ Z mit 1 = x · (p− 1)! + y · p, d.h. mit

x · (p− 1)! ≡ 1 mod p. (1.4)

Multiplizieren wir nun (1.3) mit x, so erhalten wir wegen (1.4) die Äquivalenz

x · (p− 1)! · ap−1 ≡ x · (p− 1)! mod p

⇐⇒ ap−1 ≡ 1 mod p.

Dies beweist die Behauptung.

Der Schweizer Mathematiker Euler hat den kleinen Satz von Fermat wie folgt
verallgemeinert.

Satz 1.4 (Satz von Euler). Seien p, q verschiedene Primzahlen, m = p · q und
n = (p− 1)(q − 1). Dann gilt für alle a ∈ Z, die teilerfremd zu m sind:

an = a(p−1)(q−1) ≡ 1 mod m.

Bemerkung. Es ist möglich, den Beweis analog zum Beweis des Satzes von Fermat
zu führen. Wir verzichten allerdings darauf, den Beweis hier anzugeben.
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2 Das RSA-Verfahren

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, wie das RSA-Verfahren funktioniert, und
es wird bewiesen, dass es korrekt ist, d.h. dass der Empfänger die Nachricht des
Senders immer richtig liest. Dieses Verfahren ist ein Public-Key-Kryptosystem,
bei dem asymmetrisch chi�riert wird, das bedeutet, dass Absender A und Emp-
fänger B verschiedene Schlüssel benutzen. Hierbei müssen sich A und B weder
kennen, noch sich zu einem Schlüsselaustausch tre�en.

Bevor der Austausch der Nachricht erfolgen kann, müssen folgende Vorbereitun-
gen erfolgen: Der Empfänger B wählt zwei �groÿe� Primzahlen, d.h. zur Zeit
etwa 200-stellige Primzahlen p und q, welche geheim gehalten werden müssen.
Daraufhin berechnet er m = p · q. Nun bestimmt B eine natürliche Zahl k, die zu
n = (p− 1) · (q − 1) teilerfremd ist. Die Zahlen m und k bilden den ö�entlichen
Schlüssel, d.h. sie werden ö�entlich an A übermittelt.

Der Absender A wandelt nun seine zu übermittelnde Nachricht in eine natürliche
Zahl a (1 < a < m) um, z.B. mit Hilfe des ASCII-Codes. Danach verschlüsselt A
die Nachricht a als

b ≡ ak mod m

und sendet b ö�entlich an B.

Damit der Empfänger B die Nachricht von A entschlüsseln kann, muss er zunächst
eine ganze Zahl x bestimmt, die die Kongruenz k ·x ≡ 1 mod n erfüllt. Mit dem
so gewonnenen geheimen Schlüssel x berechnet er

c ≡ bx mod m.

Damit ist die Nachricht entschlüsselt, denn es gilt c = a.

Empfänger B

B wählt zwei
Primzahlen p, q
und eine Zahl k

Ö�entl. Schlüssel:
m = p·q, die Zahl k

Geheime Nach-
richt von A:

Transkription als a

Absender A

Verschlüsselter
Text:

b ≡ ak mod m

Geheimer Schlüssel:
x mit k · x ≡ 1

mod (p − 1)(q − 1)

Entschlüsselter
Text:

c ≡ bx mod m
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Nun wird gezeigt, dass das RSA-Verfahren korrekt ist. Dazu formulieren wir
folgenden Satz:

Satz 2.1. Seien p, q verschiedene Primzahlen und k eine natürliche Zahl, die zu
n = (p − 1) · (q − 1) teilerfremd ist. Desweiteren seien a, b, c, m und x Zahlen
entsprechend dem oben beschriebenen Vorgehen. Dann gilt a ≡ c mod m.

Beweis. Aus b ≡ ak mod m und c ≡ bx mod m folgt

c ≡ (ak)x ≡ akx mod m.

Da kx ≡ 1 mod n mit n = (p− 1) · (q − 1), existiert ein y ∈ Z mit

kx = 1 + yn.

Damit ergibt sich akx = a1+yn = a · ayn = a · (an)y und somit

c ≡ a · (an)y mod m.

Da a teilerfremd zu m = p · q ist, gilt nach Satz 1.4, dem Satz von Euler, dass
an ≡ 1 mod m gilt und damit

c ≡ a · (an)y ≡ a · 1y ≡ a mod m,

d.h. a ≡ c mod m, wie behauptet.

Beispiel. Zum besseren Verständnis betrachten wir ein kleines Beispiel. Der Emp-
fänger B wählt die Primzahlen p = 229 und q = 389. Damit erhält er

n = (p− 1) · (q − 1) = 228 · 389 = 88464.

Nun wählt B beispielsweise k = 43. Da 43 eine Primzahl ist und n kein Vielfaches
von 43 ist, ist k teilerfremd zu n, wie gewünscht. B gibt nun die Zahlen

m = p · q = 229 · 389 = 89081,

k = 43

ö�entlich bekannt. Der Absender A transkribiert die Nachricht �PI� mit Hilfe des
ASCII-Codes als a = 8073 und übermittelt die verschlüsselte Nachricht

b ≡ 807343 ≡ 30783 mod 89081.

Wärenddessen bestimmt B den geheimen Schlüssel x, indem er die Gleichung
k · x ≡ 1 mod n löst. So erhält er die Lösung

x = 67891.

Nun kann der Empfänger B die Nachricht entschlüsseln, indem er c ≡ bx mod m
berechnet; er erhält c ≡ 3078367891 ≡ 8073 mod 89081, also die Nachricht �PI�.
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Beispiel. Nun ein etwas realistischeres Beispiel. Der Empfänger B wählt die Prim-
zahlen

p = 1532495540865888858358347027150309183618739357528837633,

q = 1532495540865888858358347027150309183618974467948366513.

Damit erhält er

n = (p− 1)(q − 1)

= 2348542582773833227889480596789337027376043575908906788

406607163597747756552746892633980748733486828474179584.

Nun wählt B wieder k = 43. Da 43 eine Primzahl ist und n kein Vielfaches von
43 ist, ist k teilerfremd zu n, wie gewünscht. B gibt nun die Zahlen

m = p · q
= 2348542582773833227889480596789337027376043575908906791

471598245329525473269440946934599115971200653951383729,

k = 43

ö�entlich bekannt. Der Absender A transkribiert die Nachricht �MATHEMATIK�
mit Hilfe des ASCII-Code als

a = 77658472697765847375

und übermittelt die verschlüsselte Nachricht

b ≡ 7765847269776584737543

≡ 217819882953579407544224571425479958308096036559243448

980351224602119873496097431290450386913902399435406279 mod m.

Währenddessen bestimmt B den geheimen Schlüssel x, indem er die Gleichung
k · x ≡ 1 mod n löst. So erhält er

x = 491555424301499977930356403979163563869404469376282816

178127080753016972301737721714088993920962359448084099.

Nun kann der Empfänger B die Nachricht entschlüsseln, indem er c ≡ bx mod m
bestimmt; er erhält

c ≡ 77658472697765847375 mod m,

also wieder die Nachricht �MATHEMATIK�.
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Die Sicherheit des RSA-Verfahrens beruht auf dem Faktorisierungsproblem. Da
bisher kein Algorithmus zur Faktorisierung groÿer Zahlen allgemein bekannt ist,
kann eine Person C, die die Kommunikation mitschreibt und somit die Zahlen m,
k und b erhält, die Nachricht nicht entschlüsseln, da sie dafür m in seine Prim-
faktoren p und q zerlegen muss, um n und dann x, den Schlüssel, den sie zum
Entschlüsseln benötigt, zu berechnen. Da sich die Leistung der Computer nach
dem Mooreschen Gesetz, welches laut Intel bis 2029 Bestand haben soll, ständig
verbessert und man somit immer gröÿere Zahlen in annehmbarer Zeit zerlegen
kann und dadurch auch früher abgefangene Nachrichten leichter lesen kann, wer-
den zur Verschlüsselung meist sehr viel höhere Primzahlen als eigentlich nötig
wären benutzt. In Kapitel 4 haben wir uns mit verschiedenen Faktorisierungsme-
thoden beschäftigt.

3 Elliptische Kurven

3.1 De�nition

De�nition 3.1. Eine kubische Kurve C, die durch die Gleichung

y2 = x3 + a · x2 + b · x+ c (3.1)

festgelegt ist, heiÿt elliptische Kurve, falls das kubische Polynom auf der rechten
Seite drei verschiedene Nullstellen hat (zwei dieser Nullstellen können auch kom-
plex sein). Falls die Koe�zienten a, b, c rationale Zahlen sind, sagen wir, dass die
elliptische Kurve C über den rationalen Zahlen Q de�niert ist.
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3.2 Gruppenstruktur

De�nition 3.2. Die Menge der rationalen Punkte der elliptischen Kurve (3.5)
ist gegeben durch die Menge

C(Q) = {(x, y) ∈ Q2 | y2 = x3 + a · x2 + b · x+ c} ∪ {O},

wobei O der unendlich ferne Punkt mit den Koordinaten (∞,∞) ist; dieser ist von
allen anderen Punkten der Kurve unendlich weit entfernt und, wenn man sich von
einem Punkt in eine beliebige Richtung unendlich weit weg bewegt, dann landet
man im unendlich fernen Punkt.

Die Besonderheit der Menge der rationalen Punkte C(Q) liegt in der Existenz
einer additiven Struktur, wodurch diese Menge zu einer abelschen Gruppe wird.

Nun zeigen wir, dass die Menge der rationalen Punkte C(Q) zusammen mit einer
von uns noch zu de�nierenden Operation + eine abelsche Gruppe bildet. Um
diese Addition zweier Punkte P = (xP , yP ) und Q = (xQ, yQ) zu de�nieren, wird
als erstes eine Gerade an diese beiden Punkte angelegt. Es entsteht immer ein
dritter Schnittpunkt mit der elliptischen Kurve; diesen nennen wir T = (xT , yT ).
Die Summe R := P + Q von P und Q erhält man geometrisch, wenn der eben
ermittelte Punkt T an der x-Achse gespiegelt wird, d.h. die Koordinaten (xR, yR)
von R = P +Q sind gegeben durch xR = xT und yR = −yT .

Um mit algebraischen Methoden auf die Koordinaten des Punktes T zu kommen,
betrachten wir die Gerade

y = λx+ ν (3.2)
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mit Steigung λ und Achsenabschnitt ν, welche durch die Formeln

λ =
yQ − yP
xQ − xP

und ν = yP − λxP = yQ − λxQ

gegeben sind. Nun setzt man die Geradengleichung (3.2) in die Gleichung der
elliptischen Kurve (3.5) ein. Es ergibt sich eine Polynomgleichung vom Grad 3 in
x, welche xP und xQ als Nullstellen besitzt. Mit Hilfe des Vietaschen Wurzelsatzes
lässt sich dann xT berechnen. Wir haben nämlich:

(λx+ ν)2 = y2 = x3 + a · x2 + b · x+ c, d.h.

x3 + (a− λ2)x2 + (b− 2λν)x+ (c− ν2) = 0.

Der Vietasche Wurzelsatz für letztere kubische Gleichung besagt, dass die Summe
der drei Nullstellen gleich (−1) mal der Koe�zient des quadratischen Terms ist,
d.h.

xP + xQ + xT = −(a− λ2), d.h.

xT = λ2 − a− xP − xQ. (3.3)

Die y-Koordinate yT von T berechnet sich wie folgt. Man setzt (3.3) in (3.2) ein
und erhält

yT = λxT + ν. (3.4)

Nach Spiegelung an der x-Achse ergeben sich die Koordinaten von R = P + Q
zu (xR, yR) mit xR = xT und yR = −yT .

Ein Spezialfall stellt die Addition eines Punktes P = (xP , yP ) mit sich selbst, also
die Verdoppelung dar, weil hierbei die Tangente in P angelegt wird, deren zweiter
Schnittpunkt mit der elliptischen Kurve T ist. Wenn man diesen so erhaltenen
Punkt spiegelt, ergibt sich die Summe P + P = 2P . Hierbei wird die Steigung
der Tangente an P durch

dy

dx

∣∣∣∣
(x,y)=(xP ,yP )

=
f ′(xP )

2yP

gegeben.

Satz 3.1. Die Menge der rationalen Punkte C(Q) der elliptischen Kurve (3.5)
bildet zusammen mit der oben de�nierten Addition + eine abelsche Gruppe.

Beweis. Die Tatsache, dass bei der Addition + zweier beliebiger Punkte aus der
Menge der rationalen Punkte einer elliptischen Kurve, die Summe wieder durch
einen rationalen Punkt repräsentiert wird, ist aus der Gleichung (3.3) ersichtlich:
Da sowohl die Steigung λ, der Koe�zient vor dem quadratischen Teil, sowie die
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x-Koordinaten der Punkte P und Q rational sind, muss auch xR rational sein.
Daraus folgt, dass auch yR rational ist und es sich bei der Summe um einen ra-
tionalen Punkt handelt. Somit ist (C(Q),+) abgeschlossen.
Auf den Beweis der Assoziativität der Operation + soll hier verzichtet werden.
Durch dynamische Geometriesoftware kann diese jedoch veranschaulicht werden.
Das neutrale Element bezüglich der Operation + ist der unendlich ferne Punkt
O, da für alle Punkte P in C(Q) die Gleichung P +O = P = O + P gilt.
Das inverse Element bezüglich der Operation + für den Punkt P = (xP , yP ) ist
der Punkt −P := (xP ,−yP ), da P + (−P ) = O = (−P ) + P für alle P in C(Q)
gilt.
Wie aus den Gleichungen schlieÿlich ersichtlich ist, gilt auch das Kommutativge-
setz für (C(Q),+), da es irrelevant ist, ob man P +Q oder Q+P berechnet, das
Ergebnis ist gleich.

3.3 Elliptische Kurven über endlichen Körpern

Unser Ziel ist es, elliptische Kurven in kryptographischen Verfahren einzusetzen.
Dafür muss das Ergebnis der Entschlüsselung eines zuvor verschlüsselten Textes
eindeutig sein. Dazu bietet sich das Rechnen mit elliptischen Kurven modulo p
an. Wir führen dazu den Körper mit p Elementen ein.

Der endliche Körper Fp wird als Menge dargestellt durch die Zahlen {0, . . . , p−1},
wobei p eine Primzahl ist. Addition, Subtraktion und Multiplikation werden dabei
modulo p gerechnet, wie es im Abschnitt 1.3 beschrieben wurde; die Division
durch von 0 verschiedene Zahlen wird auch wie im Abschnitt 1.3 vorgestellt mit
Hilfe des Erweiterten Euklidischen Algorithmus durchgeführt.

Eine elliptische Kurve C über dem endlichen Körper Fp wird durch die Kongruenz

y2 ≡ x3 + a · x2 + b · x+ c mod p (3.5)

de�niert, wobei das kubische Polynom rechter Hand drei verschiedene Nullstel-
len modulo p haben muss; die Koe�zienten a, b, c sind hierbei im Körper Fp zu
wählen. Die Fp-rationalen Punkte von C sind gegeben durch die Menge

C(Fp) = {(x, y) ∈ F2
p | y2 ≡ x3 + a · x2 + b · x+ c mod p} ∪ {O}.

Beispiel. Wir betrachten die elliptische Kurve C über dem Körper F23, welche
durch die Kongruenz

y2 ≡ x3 + x mod 23

gegeben ist. Die Menge der F23-rationalen Punkte ist gegeben durch

C(F23) ={O, (0, 0), (1, 5), (1, 18), (9, 5), (9, 18), (11, 10), (11, 13), (13, 5),

(13, 18), (15, 3), (15, 20), (16, 8), (16, 15), (17, 10), (17, 13), (18, 10),

(18, 13), (19, 1), (19, 22), (20, 4), (20, 19), (21, 6), (21, 17)}.
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Beispielsweise gilt (9, 5) ∈ C(F23), da

52 ≡ 25 ≡ 738 ≡ 93 + 9 mod 23

gilt.

Der Graphik kann man entnehmen, dass auch über dem Körper Fp eine Achsen-
symmetrie besteht.

Analog den über den rationalen Zahlen angestellten Betrachtungen wollen wir
im folgenden auch die (endliche) Menge der Fp-rationalen Punkte als abelsche
Gruppe erkennen. Dazu adaptieren wir die für die Addition hergeleiteten For-
meln (3.3) und (3.4) an das Rechnen auf elliptischen Kurven modulo p. Für die
Koordinaten (xR, yR) der �Summe� R = P +Q der beiden Punkte P = (xP , yP )
und Q = (xQ, yQ) mit xP 6≡ xQ mod p gilt

xR ≡ λ2 − a− xP − xQ mod p, (3.6)

yR ≡ −λxR − ν mod p, (3.7)

wobei

λ ≡ (yP − yQ) · (xP − xQ)−1 mod p,

ν ≡ yP − λxP mod p.

Der negative Punkt −P eines Punktes P = (xP , yP ) ∈ C(Fp) ist durch −P =
(xP ,−yP ) gegeben.
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Für den Spezialfall, dass xP ≡ xQ mod p und yP 6≡ yQ mod p gilt P +Q = O;
andernfalls ziehen wir die Verdoppelungsformeln für den Punkt P +P = 2P mit
den Koordinaten (xR, yR) heran, d.h. wir verwenden die Formeln

xR ≡ λ2 − a− 2xP mod p, (3.8)

yR ≡ −λxR − ν mod p, (3.9)

wobei

λ ≡ (3x2
P + 2axP + b) · (2yP )−1 mod p,

ν ≡ yP − λxP mod p.

3.4 Analogon zum Di�e-Hellman Schlüsselaustausch

Alice und Bob einigen sich auf einen Punkt Q einer elliptischen Kurve C über
dem endlichen Körper Fp. Nun wählt Alice im Geheimen ein n und schickt Bob
den Punkt A = n ·Q = Q+ . . .+Q ∈ C(Fp) (Q wird n-mal zu sich selbst addiert).
Analog dazu wählt Bob im Geheimen ein m und schickt Alice B = m ·Q ∈ C(Fp).
Alice und Bob berechnen beide den geheimen Schlüssel

S := (n ·m) ·Q = n ·B = m · A.

Auch wenn Charly Alice und Bob belauscht hat und somit A, B und Q kennt,
kann er daraus nicht so einfach auf S, den geheimen Schlüssel, schlieÿen. Das
Problem für Charlie besteht darin, dass er zwar die Produkte A = n · Q und
B = m ·Q, den Punkt Q und die Primzahl p kennt, daraus jedoch nicht so leicht
auf m oder n schlieÿen kann. Dies führt uns zum diskreten Logarithmus Problem:

Diskretes Logarithmus Problem für elliptische Kurven über Fp:
Gegeben sind die Punkte P,Q ∈ C(Fp) mit der Eigenschaft Q = k · P .
Gesucht ist k, welches der diskrete Logarithmus von Q zur Basis P genannt wird.

Diskretes Logarithmus Problem für die multiplikative Gruppe F×p :
Gegeben sind die zur Primzahl p teilerfremden ganzen Zahlen a, b mit der Eigen-
schaft b ≡ ak mod p.
Gesucht ist k, welches der diskrete Logarithmus von b zur Basis a genannt wird.

Es gibt bis heute noch keine schnellen Algorithmen zur Lösung dieses Problems.
Eine Möglichkeit ist die Berechnung der Vielfachen von P , bis Q erreicht wird,
bzw. der Potenzen von a, bis b erreicht wird. Einige der gegenwärtig existieren-
den Algorithmen sind: der Babystep-Giantstep-Algorithmus, der Pohlig-Hellman-
Algorithmus, der Index-Calculus-Algorithmus und die Pollard-Rho-Methode. Die-
se sind jedoch aufgrund ihrer langen Rechenzeit nicht praxisrelevant.
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4 Faktorisierung

Das Faktorisierungsproblem ist eine klassische Aufgabe aus der Zahlentheorie.
Die Aufgabe lautet, zu einer gegebenen Zahl alle Primfaktoren zu ermitteln. Für
groÿe Zahlen ist diese Aufgabe nur schwer zu lösen, insbesondere, wenn es sich
um sogenannte schwere Zahlen handelt, d.h. Zahlen, die nur groÿe Primfaktoren
besitzen. Beispielsweise benötigten 600 Mitarbeiter und 1600 Rechner für die
Faktorisierung einer 129-stelligen Dezimalzahl im Jahr 1994 ganze acht Monate.
Im diesem Kapitel wollen wir einige Methoden zur Faktorisierung vorstellen.

4.1 Faktorisierung nach Fermat

Satz 4.1. Es sei n eine ungerade, positive, natürliche Zahl. Dann kann man n
faktorisieren, indem man für t = [

√
n] + 1, [

√
n] + 2, . . . prüft, ob t2 − n eine

Quadratzahl ist. Falls dem so ist, sind t+
√
t2 − n und t−

√
t2 − n Teiler von n.

Beweis. Die Fermat-Faktorisierung beruht auf der zweiten bzw. dritten binomi-
schen Formel. Es gilt nämlich

(t−
√
t2 − n)(t+

√
t2 − n) = t2 − (t2 − n) = n.

Diese Methode funktioniert besonders gut, falls die Teiler von n relativ nahe
beieinander liegen, da dann ihre Di�erenz, d.h.

(t+
√
t2 − n)− (t−

√
t2 − n) = 2

√
t2 − n,

relativ klein ist und somit t2−n verhältnismäÿig schnell als Quadratzahl erkannt
wird, womit dann die gesuchte Faktorisierung gefunden ist.

4.2 Faktorisierung nach Pollard

Die Idee der Faktorisierung nach Pollard besteht darin, eine Zahl zu �nden, die
ein Vielfaches von einem Primteiler der vorgelegten natürlichen Zahl n ist, aber
nicht von n selbst. Durch Bestimmung des gröÿten gemeinsamen Teilers dieser
Zahl mit n erhält man einen nichttrivialen Teiler von n. Indem man annimmt,
dass n einen Primfaktor p besitzt, so dass (p−1) relativ kleine Primfaktoren hat,
kann man n mit der (p− 1)-Methode nach Pollard wie folgt faktorisieren.

Algorithmus. Wir wählen zunächst ein beliebiges B ∈ N und ein dazu passendes
k ∈ N, so dass k ein Vielfaches aller natürlichen Zahlen kleiner gleich B ist.
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Die Zahl k könnte beispielsweise als das Produkt aller echten Teiler von (p − 1)
gewählt werden. Man ho�t nun, dass (p − 1)|k gilt. Auÿerdem wählt man ein
a ∈ N mit 2 ≤ a ≤ (n− 2) und bestimmt ak mod n. Mit Hilfe des Euklidischen
Algorithmus bestimmt man nun den gröÿten gemeinsamen Teiler (ak − 1, n). Da
aufgrund des Kleinen Satzes von Fermat wegen (p− 1)|k die Kongruenz

ak ≡ 1 mod p

besteht, ergibt sich p|(ak − 1). Da voraussetzungsgemäÿ p|n gilt, folgt p|(ak −
1, n), d.h., falls nicht ak ≡ 1 mod n ist, liefert diese Methode mit dem gröÿten
gemeinsamen Teiler (ak − 1, n) einen nichttrivialen Teiler von n.

4.3 Faktorisierung mit elliptischen Kurven

Im Jahr 1987 entwickelte H. W. Lenstra einen Faktorisierungsalgorithmus, wel-
cher elliptische Kurven benutzt. Dieser ist von groÿer praktischer Bedeutung, weil
er kleine Primfaktoren von n besonders schnell entdeckt.

In diesem Abschnitt sei n eine groÿe natürliche Zahl, die nicht durch 2 und 3
teilbar ist und einen (noch unbekannten) Primfaktor p > 3 besitzt. Zuerst wählt
man eine beliebige elliptische Kurve C, welche durch die Gleichung

y2 = x3 + b · x+ c

mit b, c ∈ Z gegeben ist, und einen beliebigen Punkt P = (xP , yP ) ∈ C(Q).

Da die Primzahl p unbekannt ist, kann die Kurve C nicht über dem endlichen
Körper Fp betrachtet werden. Stattdessen rechnen wir modulo n, weswegen wir
mit der folgenden De�nition beginnen.

De�nition 4.1 (Modulorechnung auf Q). Es seien n ∈ N und x1, x2 ∈ Q, derart,
dass die Nenner von x1 und x2 teilerfremd zu n sind, d.h., derart, dass sie keine
echten gemeinsamen Teiler mit n besitzen. Dann schreiben wir

x1 ≡ x2 mod n,

falls der Zähler des gekürzten Bruches x1 − x2 durch n teilbar ist.

Beispiel. Es sei x1 = 1/3 und x2 = 11/5. Für n = 4 gilt (3, 4) = (5, 4) = 1 und
x1 − x2 = 4/15, also

1

3
≡ 11

5
mod 4.

Satz 4.2 (Kleinster nicht-negativer Rest). Es sei n eine positive natürliche Zahl.
Für alle x ∈ Q mit zu n teilerfremdem Nenner exisitiert genau ein m ∈ N mit
0 ≤ m ≤ (n− 1) derart, dass

x ≡ m mod n (4.1)

gilt.
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Bezeichnung. Die eindeutige Zahlm aus Satz 4.2 wird als �kleinster nicht-negativer
Rest� von x modulo n oder kurz als x mod n bezeichnet.

Beweis. Existenz: Es sei r/q die gekürzte Bruchdarstellung von x; hierbei ist der
Nenner q teilerfremd zu n. Wegen (n, q) = 1 existieren a, b ∈ Z mit

a · n+ b · q = 1.

Multiplikation dieser Gleichung mit r und Umstellung liefert die Kongruenz

r − (b · r) · q ≡ 0 mod n.

Indem wir nunm ∈ N mit 0 ≤ m ≤ (n−1) undm ≡ b·r mod n wählen, erhalten
wir die Kongruenz

r −m · q ≡ 0 mod n.

Wir haben

r

q
−m =

r −m · q
q

;

diesen Bruch kann man nicht weiter kürzen, da m · q o�ensichtlich ein Vielfaches
von q ist, r und q aber teilerfremd zueinander sind. Konstruktionsgemäÿ gilt für
den Zähler r −m · q die Kongruenz

r −m · q ≡ 0 mod n,

womit der Existenzbeweis geführt ist.

Eindeutigkeit: Angenommen, es existieren verschiedene m1 ∈ N und m2 ∈ N mit
0 ≤ m1,m2 ≤ (n− 1), welche (4.1) erfüllen, dann gilt mit x = r/q wie oben:

r −m1 · q ≡ r −m2 · q mod n

⇔ r −m1 · q = r −m2 · q + λ · n

⇔m2 −m1 =
λ · n
q

mit einem λ ∈ Z. Da m1 und m2 natürliche Zahlen, und n und q teilerfremd sind,
muss also λ ein Vielfaches von q sein, d.h. |m2 − m1| ≥ n, im Widerspruch zu
0 ≤ m1,m2 ≤ n− 1. Damit ist auch die Eindeutigkeit bewiesen.

Beispiel. Es sei x1 = 1/3 und x2 = 11/5. Für n = 4 gilt

1

3
≡ 11

5
≡ 3 mod 4.
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Bei der Methode von Lenstra berechnen wir schrittweise das Vielfache kP (k ∈ N)
des gewählten Punktes P ∈ C(Q) modulo n. Dies ist jedoch nur möglich, falls
die auftretenden Nenner in jedem Rechenschritt zu n teilerfremd sind. Es gilt der
folgende Satz.

Satz 4.3. Seien n und C wie oben, wobei zusätzlich (4b3 + 27c2, n) = 1 gelte.
Auÿerdem seien P = (xP , yP ), Q = (xQ, yQ) ∈ C(Q) mit P 6= −Q und die
rationalen Koordinaten xP , yP und xQ, yQ besitzen zu n teilerfremde Nenner.
Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) Die Summe R := P + Q ∈ C(Q) besitzt rationale Koordinaten xR, yR mit
zu n teilerfremdem Nenner.

(b) Für jede Primzahl q mit der Eigenschaft q|n gilt:

R := P +Q 6≡ O mod q

auf der elliptischen Kurve C(Fq).

Beweis. (a) ⇒ (b): Seien P , Q und R = P + Q ∈ C(Q) mit rationalen Koordi-
naten, deren Nenner relativ prim zu n sind, gegeben. Weiter sei q ein beliebiger
Primfaktor von n.
Falls xP 6≡ xQ mod q gilt, dann folgt sofort aus den Formeln (3.6) und (3.7) für
die Addition modulo q, wobei a = 0 ist, dass R 6≡ O mod q ist.
Falls xP ≡ xQ mod q gilt, unterscheiden wir folgende zwei Fälle: Falls P = Q
gilt, dann ist R = 2P , und die Koordinaten von R sind modulo q gegeben durch
die Formeln (3.8), bzw. (3.9), wobei a = 0 ist. Wir müssen also zeigen, dass der
Nenner von 2yP nicht durch q teilbar ist. Angenommen, q teilt den Nenner von
2yP , dann muss q auch den Zähler von 3x2

P +b teilen, da der Nenner von xR nicht
durch q teilbar ist. Daraus folgt, dass das kubische Polynom der elliptischen Kur-
ve C an der Stelle xP eine doppelte Nullstelle modulo q besitzt, da Funktion und
erste Ableitung dort den Wert 0 annehmen, im Widerspruch zu unserer Voraus-
setzung (4b3 + 27c2, n) = 1. Damit kann q nicht den Nenner von 2yP teilen, was
(b) beweist. Falls P 6= Q gilt, kann man auf ähnliche Weise einen Widerspruch
herbeiführen.

(b) ⇒ (a): Es sei (b) erfüllt. Wir müssen zeigen, dass die Koordinaten xR, yR
Nenner teilerfremd zu n besitzen, d.h., dass jeder Primteiler q von n diese Nenner
nicht teilt. Sei nun ein Primteiler q von n �xiert.
Falls xP 6≡ xQ mod q gilt, dann folgt sofort aus den Formeln (3.6) und (3.7) für
die Addition modulo q, dass hier o�ensichtlich sind alle Nenner teilerfremd zu q
sind, was (a) beweist.
Falls xP ≡ xQ mod q gilt, dann folgt aus der Voraussetzung R 6≡ O mod q,
dass yP ≡ yQ 6≡ 0 mod q gelten muss. Ist nun P = Q, dann folgt damit wieder
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aus den Additionsformeln (3.8), bzw. (3.9), dass die Koordinaten xR, yR Nenner
besitzen, welche nicht durch q teilbar sind, d.h. Nenner, welche teilerfremd zu n
sind, was (a) beweist. Falls P 6= Q gilt, so verfahren wir auf ähnliche Weise.

Algorithmus (Methode von Lenstra). Sei n eine groÿe natürliche Zahl, die nicht
durch 2 und 3 teilbar ist und einen Primfaktor p > 3 besitzt. Zuerst wählt man
eine beliebige elliptische Kurve C, welche durch die Gleichung

y2 = x3 + b · x+ c

mit b, c ∈ Z gegeben ist, und einen beliebigen Punkt P = (xP , yP ) ∈ C(Q).
Daraufhin prüft man, ob (4b3 + 27c2, n) = 1 gilt, d.h. ob das kubische Polynom
x3 + b · x + c drei verschiedene Nullstellen modulo q für jeden Primfaktor q von
n besitzt. Im Falle 1 < (4b3 + 27c2, n) < n hat man bereits einen Teiler von
n gefunden und ist fertig. Im Falle (4b3 + 27c2, n) = n wählt man eine neue
elliptische Kurve und beginnt von vorne.
Als nächstes wählt man sich zwei Grenzen B und C und ein

k = qα1
1 · . . . · qαr

r ∈ N

als Produkt aller Primzahlpotenzen qαj

j ≤ C, wobei qj eine Primzahl und αj ∈ N
(j = 1, . . . , r) ist. B soll dabei eine obere Grenze für die Primteiler qj von k sein,
d.h. es gilt qj ≤ B für j = 1, . . . , r. Falls B sehr groÿ ist, ist die Wahrscheinlichkeit
höher, das kP ≡ O mod p für ein p mit p|n, allerdings wird mehr Zeit für die
Berechnung von kP benötigt. Falls man einen Primfaktor der Gröÿe q ∼

√
n

sucht, so wählt man C (nach dem Satz von Hasse) so, dass q+ 1 + 2
√
q < C gilt.

Mit diesem k berechnet man nun schrittweise das Vielfache kP des Punktes
P modulo n. Zuerst berechnet man q1P , q1(q1P ), . . . , qα1

1 P , danach q2(q
α1
1 P ),

q2(q2 · qα1
1 P ), . . . , qα2

2 qα1
1 P , und so fort. Wenn nun die Berechnung eines dieser

Vielfachen fehlschlägt, dann liegt eine rationle Koordinate mit einem Nenner vor,
welcher nicht teilerfremd zu n ist. Mit der Bestimmung des gröÿten gemeinsamen
Teilers dieses Nenners und n erhält man also entweder einen echten Teiler von n
und man ist fertig, oder man erhält n selbst. In diesem Fall wiederholt man den
Algorithmus mit einer neuen elliptischen Kurve und einem neuen Punkt. Genauso
verfährt man, falls die Berechnung von kP in keinem der Schritte fehlschlägt.

Beispiel. Sei n = 5429. Zuerst wählen wir die elliptische Kurve C, welche durch
die Gleichung y2 = x3 + 2 · x− 2 gegeben ist, und den Punkt P = (1, 1) ∈ C(Q).
Da 4 · 23 + 27 · 22 = 140 = 22 · 5 · 7, gilt (4 · 23 + 27 · 22, 5429) = 1. Wir wählen
B = 3. Suchen wir einen Primfaktor der Gröÿe

√
n ∼ 73, so wählen wir wegen

73 + 1 + 2
√

73 < 92 die Schranke C = 92. Damit ist k = 2634. Berechnen
wir nun schrittweise die Vielfachen 2P , 2(2P ), . . . , 26P , 3(26P ), und so fort, so
schlägt die Berechnung bei 3226P fehl, d.h. wir erhalten einen Nenner welcher
nicht teilerfremd zu n ist, sondern mit n den gröÿten gemeinsamen Teiler 61
besitzt.
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Als mathematisches Modell eines Problems bezeichnet man ein System von Glei-
chungen, dessen Lösung die realen Gegebenheiten ausreichend gut beschreibt. Im
Allgemeinen existieren für solche Gleichungen keine expliziten Lösungen, so dass
man auf Näherungsverfahren zu ihrer Berechnung zurückgreifen muss.
Wir haben ausgehend von den physikalischen Grundlagen möglichst realistische
Modelle des Fluges eines Balles in Form von Di�erentialgleichungen aufgestellt.
Diese Gleichungen haben wir mittels numerischer Verfahren gelöst und durch die
Variation von Ein�ussparametern, z.B. in Reibungsgesetzen und der Kraftrich-
tungen, versucht reale Bahnen wie beim Fuÿball oder Tischtennis zu modellieren.
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1 Physikalische Grundlagen

Bei der Betrachtung des Wurfes müssen wir mehrere Kräfte berücksichtigen. Es
wirkt die Gewichtskraft, die Luftreibung, doch auch den Magnuse�ekt gilt es mit
einzubeziehen. Beginnen wollen wir jedoch mit den Newton'schen Axiomen:

1. Ein Körper mit der Masse m ist in Ruhe oder in gleichförmiger Bewegung,
solange keine Kraft F auf ihn wirkt (Trägheitsgesetz).

2. Es gilt: F =
d

dt
(mv)⇒ F =

d

dt
(ms′) (Newton'sches Grundgesetz);

v sei die Geschwindigkeit und s der Weg.

3. Aktio = Reaktio (Wechselwirkungsgesetz).

4. Das Superpositionsprinzip, auch Überlagerungprinzip genannt, beinhaltet
die Addition von Vektoren.

Besonders das zweite Newton'sche Axiom ermöglicht es uns, den Flug des Balles
mit Hilfe von Di�erentialgleichungen zu beschreiben.

1.1 Gravitationskraft

Die Gravitationskraft g wirkt nur senkrecht nach unten und ist eine Komponente
des schrägen Wurfes.

Aus der Schule kennen wir für den senkrechten Wurf den Zusammenhang
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x(t) = x0 −
g

2
t2 + v0t

x0 und v0 sind die Startposition und -geschwindigkeit.

Der Geschwindigkeitsvektor v0 wirkt hier nur in eine Richtung, senkrecht nach
oben, wohingegen beim schrägen Wurf auch eine Geschwindigigkeitskomponente
in der Horizontale existiert. In diese Richtung ist die Geschwindigkeit gleichför-
mig.

1.2 Luftwiderstand

Die Luftreibung wirkt immer entgegen der Wurfrichtung bzw. Flugrichtung (sie-
he Gra�k) und hängt linear bis quadratisch von der Gröÿe der Geschwindigkeit
ab.
R sei die Reibungskraft, ε die spezi�sche Sto�konstante. s ist bei niedrigen Ge-
schwindigkeiten 1 und nimmt bei höheren Geschwindigkeiten bis auf 2 zu. |v|
bezeichnet die Länge des Vektors v und entspricht der Wurzel der Summe der
Quadrate der einzelnen Komponenten

|v| =

√
3∑

i=1

v2
i .
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R = −εv|v|s−1 mit s ≥ 1

1.3 Magnuse�ekt

Betrachten wir zunächst einen um sich selbst rotierenden Ball mit dem Radius r.
Die Luftmassen um ihn herum werden auf Grund der Reibung an der Ballober-
�äche ebenfalls in Bewegung versetzt und es entsteht eine Kreisströmung.

Wenn dagegen der Ball nicht rotiert und von einer laminaren Strömung um-
strömt wird, werden die Teilchen mit der gleichen Geschwindigkeit oberhalb und
unterhalb abgelenkt. Hier wirkt der Magnuse�ekt noch nicht.
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Wenn beide E�ekte miteinander verbunden werden, dann verändert sich das
Stromlinienbild. Die Geschwindigkeit der Teilchen, die den Ball oberhalb um
strömen ist höher als die der Teilchen, die ihn unterhalb umströmen.

Dadurch ändert sich das Druckverhältnis. Daraus resultieren unterschiedliche
Drücke und der Ball wird in Richtung des höheren Druckes abgelenkt. Diese
Kraft hat die Gröÿe

|M | = π%ωr|v|.

Dabei ist % die Luftdichte, ω die Rotationsgeschwindigkeit und v die Flugge-
schwindigkeit des Balles.
Die reale Flugbahn des Balles kommt durch die Überlagerung der 3 E�ekte Gra-
vitation, Luftreibung und Magnuse�ekt zustande. Dies gilt es nun mit Hilfe ma-
thematischer Di�erentialgleichungen auszudrücken.
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2 Di�erentialgleichungen

2.1 Ohne Reibung

Wir suchen eine Gleichung zur Beschreibung der Wurfbahn in Abhängigkeit von
der Zeit. Nach dem 2. Newton'schen Axiom gilt:

F (t) = (mv(t))′ = ms(t)′′

mit s(t), v(t), F (t) ∈ R3, wobei die Masse m als konstant angenommen wird.
Wir formen das System 2. Ordnung in ein System 1. Ordnung um.
Dazu de�nieren wir einen sechsdimensionalen Vektor x, der in den ersten 3 Kom-
ponenten den Ort s(t) und in den letzten 3 Komponenten die Geschwindigkeit v(t)
enthält. Dann enthält der sechsdimensionalen Vektor x′, sowohl die Geschwindig-
keit v als auch die Kraft dividiert durch die Masse F (t)/m. Für diesen Vektor
gilt demnach:

x′1 = x4

x′2 = x5

x′3 = x6

Wenn man die Reibung vernachlässigt, dann gilt für x:

x′ =


x4

x5

x6

−g
0
0


wobei g die Fallbeschleunigung ist.
Also ist

x′4 = −g

⇒
t∫

t0

x′4(ξ)dξ = −
t∫

t0

gdξ

⇔ x4(t)− x4(t0) = −g(t− t0)
⇔ x4(t) = x4(t0)− g(t− t0)
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Wegen x′1 = x4 folgt:

t∫
t0

x′1(ξ)dξ =

t∫
t0

(x4(t0)− g(ξ − t0))dξ

⇔ x1(t)− x1(t0) = x4(t0)(t− t0)−
g

2
(t− t0)2

⇔ x1(t) = x4(t0)(t− t0)−
g

2
(t− t0)2 + x1(t0)

O�ensichtlich entspricht das der theoretischen physikalischen Formel für den senk-
rechten reibungslosen Wurf.
Zur exakten Bestimmung der Lösung benötigt man zusätzlich Anfangswerte. Das
führt auf ein Anfangswertproblem:

x′ = f(x, t)

x(t0) = x0

2.2 Mit Reibung

Für den Betrag der Reibungskraft R gilt:

|R| = −ε|v|s.

mit s ≥ 1. Nun wollen wir die Richtung von R bestimmen.

Da |αv| =

√
3∑

i=1

v2
i α

2 = |α||y|, gilt | y
|y| | = 1, d.h. der Vektor | y

|y| | hat die Länge 1.

Also ist:

R = −ε v
|v|
|v|s =

−εv1|v|s−1

−εv2|v|s−1

−εv3|v|s−1

 =

−εx4|v|s−1

−εx5|v|s−1

−εx6|v|s−1


2.3 Mit Magnuse�ekt

Wir beschränken uns bei der Darstellung des Magnuse�ekts auf die Drehung um
eine vertikale Achse. Der Vektor der Magnuskraft seiM , wobei daherM1 = 0 gilt.
Der dreidimensionale Vektor y habe die gleiche Richtung wie M . Per De�nition
gilt für orthogonale Vektoren:

v⊥y ⇔ vTy = 0
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Also gilt :
v1y1 + v2y2 + v3y3 = 0

y ist nicht eindeutig bestimmbar, da es z.B. mehrere Vektoren unterschiedlicher
Länge gibt, die die Gleichung erfüllen. Wir können allerdings einen bestimmten
Vektor �nden, indem wir y3 = 1 setzen. Dann ist y2 = −v3

v2
= −x6

x5

Also ist

y =

 0
−x6

x5

1


ein Vektor in Richtung der Magnuskraft. Auÿerdem kennen wir bereits den Betrag
der Magnuskraft: |M | = πρωr2|v|
Diesen Betrag multiplizieren wir mit einem Vektor der Länge 1 in Richung von
y, um auf die tatsächlich wirkende Magnuskraft zu kommen:

M =

 0
−x6

x5

1

 πρωr2|v|√
x2
6

x2
5

+ 1
=

 0
−x6

x5

1

 x5πρωr
2|v|√

x2
6 + x2

5

=

 0
−x6

x5

 πρωr2

3 Näherungsverfahren

Um Näherungsverfahren für ein Anfangswertproblem zu konstruieren, wird die
Di�erentialgleichung

x′(t) = f(x(t), t)

von t0 bis t integriert.

x(t)− x(t0) =

t∫
t0

f(x(ξ), ξ)dξ

x(t) = x0 +

t∫
t0

f(x(ξ), ξ)dξ
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3.1 Das explizite Euler-Verfahren

Wie in der Graphik zu erkennen, bestimmen wir näherungsweise das Integral
mithilfe von Rechtecken.

Mit x0 = x(t0) und t0 haben wir die Anfangswerte für das Näherungsverfah-
ren. Für die Bestimmung der weiteren Reihenglieder ergibt sich die rekursive
Bildungsvorschrift:

xi+1 = xi + hf(xi, ti)

Die Summe der Volumen der Rechtecke ist die Annäherung an das Integral, deren
Genauigkeit vom Abstand h abhängt.

3.1.1 Genauigkeit des Euler-Verfahrens

Zur Bestimmung der Genauigkeit setzen wir in die Näherungsformel die exakten
Werte ein. Der entstehende Fehler τ bezeichnet den sogenannten lokalen Diskre-

tisierungsfehler.

Mithilfe der Taylor-Reihen

a(t+ h) =
h0

0!
a(t) +

h1

1!
ha′(t) +

h2

2!
a′′(t) +

h3

3!
a′′′(t) +O(h4)

=a(t) + ha′(t) +
h2

2!
a′′(t) +

h3

3!
a′′′(t) +O(h4)

approximieren wir die Funktion durch eine Polynomfunktion. Das ist möglich,
wenn x(t) hinreichend oft di�erenzierbar ist.
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x(t+ h) = x(t) + hx′(t) +
h2

2
x′′(t) +O(h3)

Das setzen wir nun in die Gleichung für den lokalen Diskretisierungsfehlers für
das Eulerverfahren ein:

τE =
x(t) + hx′(t) + h2

2
x′′(t) +O(h3)− x(t)
h

− f(x(t), t)

=
hx′(t) + h2

2
x′′(t) +O(h3)

h
− x′(t)

⇒ τE =
h

2
x′′(t) +O(h2)

3.2 Das Euler-Heun-Verfahren

Nun bestimmen wir das Integral mithilfe einer genaueren Annäherung durch Tra-
peze. Für die Fläche eines Trapezes ergibt sich:

Ai+1 =
h

2
(f(xi, ti) + f(xi+1, ti+1))

Dadurch erhalten wir die rekursive Bildungsvorschrift:

xi+1 = xi +
h

2
(f(xi, ti) + f(xi+1, ti+1))

Dies ist allgemein bekannt als Trapezregel. Dafür reicht allerdings xi als Anfangs-
wert für jeden Schritt nicht aus, sodass wir xi+1 unter Anwendung des expliziten
Euler-Verfahrens näherungsweise bestimmen:

x̃i+1 = xi + hf(xi, ti)
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Eingesetzt erhalten wir das Euler-Heun-Verfahren

xi+1 = xi +
h

2
(f(xi, ti) + f(x̃i+1, ti+1))

3.2.1 Genauigkeit des Euler-Heun-Verfahren

Wir berechnen wieder den lokalen Diskretisierungsfehler, indem wir das exakte
Ergebnis in das Euler-Heun-verfahren einsetzen. Allerdings beschränken wir uns
der Einfachheit halber auf skalare f :

τEH =
x(t+ h)− x(t)

h
− 1

2
(f(x(t), t) + f(x(t) + hf(x(t), t) , t+ h)︸ ︷︷ ︸

y(t+h)

)

Für y(t+ h) wenden wir wieder die Taylor-Reihe an. Das Problem dabei besteht
darin, dass wir die Taylor-Reihe bzgl. h in t anwenden müssen:

y(t+ h) = f(x(t), t) + h (fxf + ft)︸ ︷︷ ︸
x′′(t)

+
h2

2
x′′′(t) +O(h3)

wegen

x′′(t) =
d

dt
x′(t) =

d

dt
f(x(t), t) = fxx

′ + ft = fxf + ft

Beim Einsetzen in die Gleichung für den lokalen Diskretisierungsfehler erhalten
wir:

τEH =
hx′ + h2

2
x′′ + h3

3!
x′′′ +O(h4)

h
− 1

2
(2x′ + hx′′ +

h2

2
x′′′ +O(h3))

=− h2

12
x′′′ + 0(h3)

Für Polynomfunktionen 2. Grades wird x′′′ und alle weiteren Ableitungen 0, so-
dass τEH = 0 folgt. Also ist das Verfahren für quadratische Funktionen exakt.
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4 Implementierung

Zur Implementierung der Wurfvorgänge benutzen wir das Programm Matlab.
Dies zeichnet sich durch einfache Handhabung und praktische Anwendung bei
komplexen mathematischen Problemen aus.
Das Prinzip der Implementierung besteht aus der Darstellung der Di�erential-
gleichung und der näherungsweisen Berechnung dieser.

4.1 Euler'sches Näherungsverfahren

Wir gehen von der Gleichung xi+1 = xi + h ∗ f(xi, ti) aus. Diese implementieren
wir, indem wir von Anfangswerten ausgehen:

x=x0 ;

t=t0 ;

und näherungsweise mit Hilfe einer for-Schleife die weiteren Werte brechnen.

for i=1:N

x=x+h*feval(f,x,t) ;

t=t+h ;

end

N steht für die Anzahl der Schritte
h steht für die Schrittweite
t wird um die Schrittweite erhöht

Der Befehl feval berrechnet die Funktion f mit den Parametern x und t.

4.2 Funktion f

Die Funktion gibt die zeitliche Änderung der Werte von x1 bis x6 aus. Die zeitli-
che Änderung, also Ableitung der Koordinaten x1 bis x3 ist die Geschwindigkeit
zu diesem Zeitpunkt. Diese Werte sind in x4 bis x6 gepeichert und werden in y1

bis y3 ausgegeben.

y(1)=x(4) ;

y(2)=x(5) ;

y(3)=x(6) ;

Nacheinander berücksichtigen wir die Veränderung der Geschwindigkeit (also die
Beschleunigung) beim freien Flug, Flug mit Reibung und Flug mit Magnuse�ekt.
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4.2.1 Freier Flug

Beim freien Flug wirkt nur die Gravitationskraft in x1 Richtung und demnach
muss die Funktion f nur durch folgenden Code vervollständigt werden.

g=9.81 ;

y(4)=-g ;

y(5)=0.0 ;

y(6)=0.0 ;

4.2.2 Flug mit Reibung

Durch den Luftwiderstand verändern sich die wirkenden Kräfte. Nach der physi-
kalischen Herleitung gilt R = −εv|v|s−1, wobei ε der Reibungsfaktor ist.
Zuerst berechnen wir den Betrag von v:

betrag_v=sqrt(x(4)*x(4)+x(5)*x(5)+x(6)*x(6)) ;

Jetzt berechnen wir die Reibung für die einzelnen Komponenten und subtrahie-
ren sie von den Beschleunigungen:

Ra=reibungsfaktor*betrag_v^(s-1) ;

R(1)=Ra*x(4) ;

R(2)=Ra*x(5) ;

R(3)=Ra*x(6) ;

y(4)=-g-R(1) ;

y(5)=-R(2) ;

y(6)=-R(3) ;

4.2.3 Flug mit Magnuse�ekt

Für den Magnuse�ekt gilt die Formel F = π%ωrv. Die Kraft berechnen wir nun
in Abhängigkeit von v für die senkrechte Drehachse.
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rho=1.293 ;

omega=2*(2*r*pi) ;

v2=v(1) ;

v3=v(2) ;

Magnus=[-v3;v2]*pi*rho*omega*r*r ;

Nun werden für y5 und y6 die Kraft des Magnuse�ektes addiert, y4 bleibt gleich.

y(4)=-g-R(1) ;

y(5)=-R(2)+Magnus(1) ;

y(6)=-R(3)+Magnus(2) ;

4.3 Euler-Heun'sches Näherungsverfahren

Diese andere Möglichkeit der Aproximation liefert genauere Werte als das Eu-
ler'sche Näherungsverfahren. Es muss nur die for-Schleife verändert werden.

for i=1:N

fn=feval(f,x,t);

xL=x+h*fn ;

t=t+h ;

x=x+h/2*(fn+feval(f,xL,t));

end

5 Experimente

Nachdem wir alles implementiert haben, fangen wir nun an Flugkurven zu zeich-
nen. Gerade mit Matlab lässt sich dies leicht verwirklichen. Alle berechneten
Punkte werden nacheinander gespeichert und dann gezeichnet. Nachdem wir uns
in die Materie des Plot-Befehls eingearbeitet haben, konnten wir mit den geeig-
neten Experimenten beginnen.

5.1 Vergleich der Näherungsverfahren

Zuerst betrachten wir den Fall des Schusses ohne Luftreibung, um die Aproxima-
tionsverfahren auf ihre Genauigkeit zu untersuchen.
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5.1.1 Euler-Verfahren

In dieser Gra�k werden die genaue Kurve, sowie die Annäherungen mit 10 und
25 Schritten dargestellt.

5.1.2 Euler-Heun-Verfahren

Jetzt vergleichen wir das Euler-Heun Aproximationsverfahren mit der genauen
Kurve. Nach unseren Berrechnungen sollte das Verfahren mit den exakten Wer-
ten übereinstimmen.
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5.2 Flug mit Luftreibung

Hier berechnen wir die Flugkurve unter Berücksichtigung der Luftreibung im Ver-
gleich zum reibungsfreien Schuss.

5.3 Flug mit Magnuse�ekt

Zuletzt betrachten wir den Flug unter Berücksichtigung des Magnuse�ektes. Da
diese Kraft zur Seite wirkt, wird die Kurve dreidimensional dargestellt.
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Jetzt den E�ekt von oben betrachtet:

Hier nochmal alle Flugbahnen im Vergleich:
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