Stromungen berechnen mit dem Computer

Einleitung
(Christoph Poppe, Monika Wierse)

Wie das Wasser an einem Schiff vorbeistromt, die Luft an einem Flugzeug, die Verbrennungsgase durch einen
Motor oder eine Turbine: Das kann man alles ausrechnen; die dafur wesentlichen physikalischen Gesetze sind
bekannt und als Formeln ausdruckbar. Es gelingt ja auch, einen Flugzeugflugel erst mit dem Computer zu
berechnen und dann zu bauen — und siehe da, er fliegt, wie er soll.

Aber von den Formeln fur die physikalischen Gesetze bis zum richtig entworfenen Flugel ist es ein weiter Weg.
In unserem Kurs haben wir diesen Weg von Anfang bis Ende mitverfolgt — manchmal etwas hastig, weil es
wirklich ein langer Weg ist.

Am Anfang steht etwas, das uns aus der Schule gerade noch gelaufig ist: der Begriff der Ableitung. Natalja
Deng hat unser Gedachtnis kurz und treffsicher aufgefrischt und uns gleich noch ein Lieblingswerkzeug
der Differential- und Integralrechner vorgestellt, von dem auch die Computer-Rechner (die ,numerischen
Mathematiker”) ausgiebig Gebrauch machen: die Taylorreihe.

Christoph Grothaus hat uns an mehreren Beispielen erlautert, wie sich der Ableitungsbegriff einigermaBen
zwingend aus einer physikalischen Beschreibung von Naturvorgangen ergibt. Zunachst geht es nur um
Ableitungen nach einer einzigen unabhangigen Variablen, der Zeit. Die physikalischen Gesetze nehmen die
Form von Gleichungen an, in denen eine unbekannte Funktion und ihre Ableitung vorkommen: Das sind
gewdhnliche Differentialgleichungen. Christoph hat uns auch vorgefuhrt, wie man einige (einfache) von ihnen
mit Papier und Bleistift [bsen kann.

Dieser himmlische Zustand endet recht bald, wenn die Gleichungen auch nur ein bisschen komplizierter
werden. Man muss zu irdischen Mitteln greifen: diskretisieren. Lisa Huber hat uns erklart, wie das geht, und
Christoph Poppe hat das zur allgemeinen Erheiterung in Begriffen von himmlischer Seligkeit und irdischer
Muhsal, Sunde und Vergebung interpretiert. Florian Conrad hat uns den Unterschied zwischen dem Pfad der
Tugend und dem computerberechneten Irrweg an einem Beispiel vorgerechnet.

Immerhin: Ewige Verdammnis ist kein unvermeidbares Schicksal. Das Paradies existiert — und ist eindeutig
bestimmt (Karin Heitzmann). Das kann man beweisen, und Christoph Pdppe konnte es nicht lassen, den
Kursteilnehmern dieses Prachtstuck harter Mathematik vorzufuhren, samt den typischen Gedankengangen
der Analysis, die beim ersten Mal doch recht fremdartig anmuten. Sebastian Tivig hat dann wirklich einmal
etwas programmiert: Rauber-Beute-Modelle, und uns dadurch einige theoretisch gewonnene Satze mit dem
Computer bestatigt.

Damit verlieBen wir die noch einigermaBen Ubersichtliche Welt der gewdhnlichen Differentialgleichungen und
wandten uns den Funktionen zu, die zugleich von mehreren Veranderlichen abhangen: der Zeit und/oder
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einer oder mehreren Ortskoordinaten. Die Ouvertiire mit der Einflhrung der Begriffe kam wieder von Natalja.
Wenn Ableitungen der unbekannten Funktion nach verschiedenen Variablen zusammen in einer Gleichung
vorkommen, spricht man von einer partiellen Differentialgleichung (obgleich nicht die Gleichung partiell
ist, sondern allenfalls die Ableitungen). Der Zoo dieser Tierchen ist so unibersichtlich, dass man sich im
Allgemeinen darauf beschrankt, sich einige besonders charakteristische Exemplare anzusehen. Das hat Petra
Kersting fir uns getan. Jérn-Thorsten PaBmann hat uns dann vorgerechnet, wie die Kunst des Diskretisierens,
die wir an den gewohnlichen Differentialgleichungen erlernt hatten, auf sie anzuwenden ist, und Arne Schneck
hat uns einen vollkommen anderen Ansatz vorgefiihrt, der andere und héufig bessere Diskretisierungen liefert:
die finiten Elemente. So oder so: Was dem Computer nach der theoretischen Vorarbeit zu tun bleibt, ist grof3e
lineare Gleichungssysteme zu losen. Blof3 nicht exakt I6sen, sondern nur ungefahr; das geht schneller und
wird genauer (Christian Moldenhauer)!

Dann ging es verscharft auf die Stromungsprobleme zu. Wenn das stromende Medium ein Gas ist, kdnnen
mangels innerer Reibung Phianomene wie StoRwellen (der Uberschallknall) auftreten, die einem bei der
naherungsweisen (Computer-)Berechnung machtig zu schaffen machen und deswegen theoretisch genauer
anzuschauen sind (Christine Rogg). Und bis man die Gleichung hergeleitet hat, die Stromungsphanomene
wirklich hinreichend korrekt beschreibt, die Navier-Stokes-Gleichung, vergeht eine ganze Weile (Matthias Klotz).

Silja Kinnebrock hat uns eine Klasse von Verfahren vorgestellt, die gerade fir Strémungsprobleme im
Allgemeinen und die Navier-Stokes-Gleichung im Besonderen den Rechenaufwand dramatisch verringern: die
Mehrgitterverfahren. Und selbst die helfen nicht, wenn es um Wirbelphdnomene auf kleinem und kleinstem
Raum geht, so klein, dass die gréRten Computer mit dem Diskretisieren nicht nachkommen. Fir Turbulenzen
muss man sich etwas Neues ausdenken (Sabine Schamberg).

Und wenn man schlie8lich die Losung in Form von Abermillionen Zahlen im Computer stecken hat, méchte
man sich von ihr ein Bild machen. Wenn die Strdmung (wie meistens) dreidimensional ist, dann ist es eine
Kunst fir sich, das Wesentliche (was immer das ist) auf einem zweidimensionalen Bildschirm vor Augen zu
fuhren (Bastian Katz).

Zum Schluss hat uns Monika Wierse Ergebnisse aus ihrer Arbeit vorgefuhrt, in die alle bei uns diskutierten
Weisheiten (und noch viel mehr) eingeflossen sind.

Fir Strdmungen um Fluggerate ist eigentlich das Deutsche Forschungszentrum fir Luft- und Raumfahrt (DLR)
die richtige Adresse. Monika kennt einen Menschen, der dort praktische Probleme am Computer rechnet,
und wir fuhren — gemeinsam mit dem Astronomie-Kurs — zur DLR nach Koln-Porz. Aber ach!, die Leute,
die uns dazu héatten Auskunft geben kdnnen, waren in Urlaub. So haben wir etwas tUber Raumfahrt und
Infrarot-Flugzeug-Astronomie erfahren (auch ganz nett), haben den Windkanal, in dem die Stromungen im
Experiment gemessen statt berechnet werden, wenigstens von aul3en gesehen und einiges ber ihn erfahren
— und bekamen ganz unerwartet doch noch eine Zugabe: Herr Georg Hertkorn erforscht Verkehrsstaus mit
Hilfe eines diskretisierten Modells. Das ist ja das Schone an der Mathematik: Ein wandernder Verkehrsstau
und eine Uberschall-StoRwelle sind, von einem hinreichend abstrakten Standpunkt aus betrachtet, eigentlich
dasselbe. So konnten wir von Herrn Hertkorn doch noch etwas tber unser Thema erfahren.

Da der Stoff der Vortrage nicht einfach war, gab es zwischendurch haufig Meditationspauschen: Schweige-
minuten, in denen man Uber das soeben Gehoérte nachdenken konnte, und dann zuweilen Erlauterungen —
zuweilen ausufernde — von Kursleiter Christoph. Einige von ihnen hat er in die vorliegende Dokumentation
eingearbeitet und, wie diesen Absatz, durch Kursivschrift gekennzeichnet.

Grundlegendes zur Differential- und Integralrechnung
(Natalja Deng)

Definition der Ableitung

Gegeben sei eine Funktion y = f(x). Die Ableitung von f(z) ist definiert als

Geometrisch gibt f'(x() die Steigung der Tangente an den Graphen von f(z) im Punkt (zg, o) an (yo = f (o))

Taylor-Reihen

Gesucht wird eine Mdglichkeit, die Funktion f(z) als Potenzreihe darzustellen. Dazu gehen wir rickwarts vor:
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Wenn eine Reihendarstellung
f(l‘) :Go+a1$+a2x2+a3x3+a4m4+.,,

existiert, dann darf man sie gliedweise differenzieren:

f'(x) = a1 + 2a0x + 3azz? + dag2® +...;  f(0) = ay.
1
f(x) = 2a9 +2 - 3azz + 3 - das2a® +...;  f7(0) =2a9; ap = 5f"(o).
1
f"(x)=2-3a3+2-3-dasx+...; f"(0)=23a3; a3z= 3 "(0).

Somit ist ay, = kif(’“) (0). Einsetzen in die Ausgangsreihe ergibt

f/(O) f//( ) fl//( )

f
@) = 10) + e+ 2 Z

(f™(x) bezeichnet die n-te Ableitung von f an der Stelle 2). Manchmal ist es notwendig, nicht f(z) nach
Potenzen von z an der Stelle x = 0, sondern f(x + h) nach Potenzen von 4 an der Stelle x zu entwickeln. Man
erhdlt die allgemeine Form der Reihe von Taylor:

PP PRSP PR ¥ o P

T T

fle+h) = fz)+

n=0

Das ist eine unglaublich dreiste Behauptung! Schaut euch zum Beispiel die Taylorreihe in der ersten Form
(f(z) = f(0) +...) mal scharf an. Auf der linken Seite steht f(x), und auf der rechten kommen f und seine
Ableitungen nur im Punkt 2z = 0 vor. Das ist hdchst merkwirdig. Nehmen wir an, x sei die Zeit, und wir kdnnen
irgendeine GréRe f samt allen ihren Ableitungen zum Zeitpunkt x = 0 bestimmen. Dann kdnnten wir sie fr
jeden beliebigen Zeitpunkt z > 0 in der Zukunft berechnen! Das kann nicht gut sein. Eine Funktion ist eine
Vorschrift, die jedem x genau ein f(z) zuordnet — keine weiteren Einschrankungen. Wer eine Funktion definiert,
darf ihr flr z = 1 einen beliebigen Wert geben und ist nicht daran gebunden, was er in einer Umgebung von
x = 0 festgelegt hat. Aber f(0), f/(0) und so weiter hdngen nur davon ab, was sich in einer beliebig kleinen
Umgebung von z = 0 abspielt. Wie kann man daraus erschlie3en, was die Funktion bei x = 1 macht? Im
Allgemeinen gar nicht.

Aber unter welchen Umstanden existiert diese Reihe tiberhaupt? Nach der Taylorschen Formel gilt:

T G PR G PR LU

flx+h)=f(z)+ h + 30 + +T

mit R, % fur ein (nicht ndher bekanntes) & zwischen x und = + h (Lagrange’sches Restglied).

Die Taylor-Reihe stellt f(z) nun fir genau die Werte von « dar, fiir die lim,, o, R,(x) = 0.

Ach so. Also: Damit diese wundersame Zukunftsvorhersage funktioniert, muss f nicht nur unendlich oft
differenzierbar sein (diese héheren Ableitungen muissen alle existieren, und zwar auf dem ganzen Intervall),
es muss auch noch das Restglied R,, fir n — oo gegen 0 gehen. Das Schéne ist: Dieses Wunder findet
Uberraschend haufig statt. Seine Voraussetzungen treffen auf alle Funktionen zu, mit denen man in der
Mathematik Ublicherweise umgeht, und sie treffen (meistens) auf die Funktionen zu, fur die wir uns hier
verscharft interessieren: Losungen von Differentialgleichungen (siehe die nachsten Beitrdge). Das ist nicht
so verwunderlich: Differentialgleichungen l6sen ist dasselbe wie die Zukunft vorhersagen, und das tut eine
Taylorreihe auch (wenn sie konvergiert).

Die typische Situation ist folgende: Wir kennen f nicht (f ist gesucht), und wir haben nur Informationen Uber
f und einige seiner Ableitungen in einem Punkt (zum Beispiel z = 0). Was kdnnen wir daraus fur f(x) fur
x > 0 schlieBen? Solange z klein ist, ist ™ noch viel kleiner; fiir gro3e n tut das n! im Nenner das Seinige,
um das Restglied klein zu machen; wir machen also keinen gro3en Fehler, wenn wir das Restglied einfach
vernachléssigen, und kénnen f(z) aus den restlichen (berechenbaren) Termen ziemlich genau bestimmen —
vorausgesetzt, der letzte Bestandteil des Restglieds, f("*1 (), halt sich in Grenzen. Den kennen wir namlich
meistens nicht, kdnnen ihn allenfalls abschétzen.

Also: Die Taylorreihe verschafft uns eine gewisse unscharfe Information tUber das Verhalten einer Funktion in
der Nahe eines Punktes, in dem wir Uber sie Bescheid wissen. Wie unscharf, wissen wir im Prinzip auch, in
der Praxis meistens nicht, weil wir die Funktion nicht kennen (und wenn wir sie kennen wirden, missten wir
uns nicht mit der Taylorreihe rumquélen). Diese (unvermeidliche) Unklarheit vererbt sich auf die Aussagen, die
wir spater mit Hilfe der Taylorreihe herleiten.
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Einige Reihenentwicklungen an der Stelle = 0:

i p2ntl 23 5 47 9
sm(x)fnzz:o(— TES _§+§_F+§_
> , T2 2?2zt 2b a8
cos(e) = 3 G =L gt e
o n 2 .3 .4 5 6
e _ NP roror T T
e_n;n!_1+x+2!+3l+4!+5!+6!+"'
> .z 2,3 4 5 6
m4z) =S (=t 2 2 YT ca<
n(l+ ) nz::l() =7 2+3 4+5 + x <
o0 2n—1 3 .5 T 9
— n—-1% - z X T
arctan(x%;(*) st et ml<a <]

Definition des Integrals

Gegeben sei eine Funktion f(z), die in g < = < x, stetig sei. Man unterteilt das Intervall [zg,z,] in n
Teilintervalle durch die Punkte 1, 22,23, ...,2,—1. In jedem dieser Teilintervalle sei ein Punkt z; ausgewahlt
und f(Z;) sein Funktionswert. Man multipliziert nun jeweils diesen Funktionswert mit der Lange des Teilintervalls
Az = 23 — 2,1 (die nicht konstant sein muss) und bildet die Summe:

F@E)(@1 = 30) + f(&2) (w2 — 1) + f(E3) (w3 — @) + .- + [(Fn) (@0 — Tn1) = > f(@r) Ay
k=

1

Geometrisch bedeutet diese Summe eine Annéherung der Flache unter der Kurve von f(z) durch Rechtecke.
Existiert der Grenzwert
lim Zf(:%k)Amk

Axz—0
n—oo k=1

(und hangt er nicht von der Intervallzerlegung ab), so wird er das bestimmte Integral von f(z) zwischen « und

b,
/a ’ F(x)dz

genannt. Dabei heif3t f(z) der Integrand, = Integrationsvariable, [a,b] Integrationsbereich und a und b Inte-
grationsgrenzen. Es stellt sich heraus, dass in der Integralrechnung die umgekehrte Grundaufgabe vorliegt wie
in der Differentialrechnung, ndmlich das Auffinden einer Funktion F'(x), deren Ableitung gleich f(z) ist, einer
sogenannten Stammfunktion von f(z). Da die Konstanten beim Differenzieren verschwinden, gibt es unendlich
viele verschiedene Stammfunktionen zu einer Funktion f(z), die sich nur um eine Integrationskonstante C
unterscheiden. Ihre Graphen gehen durch Verschiebungen in y-Richtung auseinander hervor. Die Menge aller
Stammfunktionen zu einer Funktion wird unbestimmtes Integral von f,

/f(x)d:v ,

genannt. Durch eine Anfangsbedingung kann die Integrationskonstante festgelegt und eine bestimmte Funktion,
Integralfunktion genannt, herausgegriffen werden:

I(x) = /x f(z)dx = F(x) — F(a).

Das bestimmte Integral ist nun ein bestimmter Wert einer solchen Funktion und bedeutet geometrisch die
Festlegung des variablen rechten Randes durch einen bestimmten Punkt b.
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Einige Grundintegrale:

anrl
/x”dx = +C
n+1

/d—lenm—&—C
T

/sinxdx:—cosx—i-C
/cosxda:zsinat—&—C
/e”dx:e‘”—i—C

Zwei Freunde sitzen in der Kneipe und erregen sich tiber die mathematische Unbildung der Menschen — vor
allem Alfred. Bruno héalt dagegen, so schlimm sei es doch gar nicht, und gewisse mathematische Kenntnisse
seien in der Allgemeinheit durchaus verbreitet. Als Alfred austreten muss, winkt Bruno die Kellnerin herbei: ,Ich
will meinem Freund einen Streich spielen. Ich werde Sie vor seinen Ohren fragen, wieviel [ zdx ist, und Sie
antworten einfach x2 /2. Kaum kommt Alfred vom Klo zurtick, ruft Bruno, um seine Behauptung zu ,beweisen®,
die Kellnerin herbei, fragt: ,Wieviel ist [ zdz?*, die Kellnerin antwortet ,z? /2*, dem Alfred klappt der Unterkiefer
runter, da wendet sich die Kellnerin zum Gehen und sagt uber die Schulter weg ,,plus C*.

Nie die Integrationskonstante vergessen!

Partielle Integration
Die Produktregel der Differentiation lautet

d(uv) d—uv+ud—v
dx  dx dx

oder auch
(uwv) = u'v +uv'.

Durch Integrieren erhélt man
w+C = /u’vdx + /uv’dx

/uv’dx = uv — /uv'dac.

Diese Formel kann angewendet werden, wenn der Integrand das Produkt zweier Terme ist, von denen der eine
leicht integriert und der andere leicht differenziert werden kann. Partielles Integrieren bringt im Allgemeinen
nur dann etwas ein, wenn uv’ leichter zu integrieren ist als «'v. Dabei ist die Wahl von « und v’ entscheidend
fur den Erfolg des Verfahrens.

oder

Numerische Integration

Man erhélt bereits einige Naherungsformeln flr bestimmte Integrale, wenn man statt des Grenzwerts eine der
Grol3en berechnet, die gegen diesen Grenzwert konvergieren:

b n
/ fla)dx ~ Z f(zp)Az,  (Wert am rechten Rand des Teilintervalls) oder
@ k=1

b n
/ f(x)de ~ Y f(zr-1)Aze  (Wertam linken Rand) oder
@ k=1

b n
/ OIS f(%)&rk (Wert in der Intervallmitte)
a k=1

Eine weitere Formel ergibt sich, wenn man statt der Rechtecke Trapeze verwendet:

b n
[ @ Y 5@ + fana) Ao,

k=1
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Wenn alle Ax;, gleich sind, lasst sich das umformen zu

n—1
1 1
<§f(a) + Z f(xg) + §f(b)> Az.
k=1
Oder man approximiert den Integranden nicht durch einen Streckenzug (wie bei der Trapezregel), sondern
durch Parabelstiicke. Daraus ergibt sich die Simpson-Regel (wieder mit konstanten Az, n muss gerade sein):

b
[ #@de m S (o) + 41 (1) + 2f(02) +47(0) + .+ 2 (80-2) + 4 nr) + Flan))

Literatur:

Leupold, Conrad, Vdlkel: Analysis fur Ingenieure. Harri Deutsch, Frankfurt a. M. und Zirich.
Ayres: Differential- und Integralrechnung. Schaum’s Outline Series/McGraw-Hill Book Company.
Spiegel: Vektoranalysis. Schaum’s Outline Series/McGraw-Hill Book Company.

Dallmann, Elster: Einfuihrung in die hohere Mathematik 1. Vieweg, Braunschweig.

Brauch, Dreyer, Haacke: Mathematik flir Ingenieure. B. G. Teubner, Stuttgart.

Papula: Mathematik fir Ingenieure und Naturwissenschaftler, Band 2. Vieweg, Braunschweig.

Beispiele einfacher Differentialgleichungen aus der Natur
(Christoph Grothaus)

Nach den Ubungen im Differenzieren und Integrieren tauchte die Frage auf: Wozu brauchen wir das? Die
Antwort ist folgende: In der Natur werden viele Vorgange durch mehr oder minder komplizierte Differentialglei-
chungen beschrieben. Dies liegt zu groRen Teilen daran, dass ein universelles Gesetz, das 2. Newtonsche
Gesetz, fast Uberall auftaucht. Dieses Gesetz verbindet eine Kraft F', die auf einen Massenpunkt wirkt, mit
seiner Masse m und der 2. Ableitung seines Ortes, der Beschleunigung a. Es lautet F' = m - a.

1. Bewegungsgleichung

Wie féllt ein Stein, wenn man ihn loslasst? Hier gilt das Newtonsche Gesetz in einer speziellen Version: F' = m-g.
Dabei ist g die (in Erdnahe konstante) Erdbeschleunigung (¢ ~ 9,81m/s%). Gesucht ist eine Gleichung z(t),
die den Ort angibt, an dem sich der fallende Stein zu einer bestimmten Zeit befindet.

Allgemein gilt;
Weg: z(t)
Geschwindigkeit: v = 2/(¢) 1. Ableitung des Weges nach der Zeit
Beschleunigung: a = 2”(t) 2. Ableitung des Weges nach der Zeit

Daraus ergibt sich umgekehrt, dass man «(¢) durch Integrieren erhélt, wenn a bekannt ist.

Da g[= «a] als konstant angenommen wird, gilt: g(¢) =const. Durch Integrieren nach ¢ ergibt sich: v(t) = g-t+C.
Nochmaliges Integrieren liefert: z(t) = 3g- 2 + Cy - t + Co.

Somit hat man eine Lésung z(t) gefunden, in der noch die Integrationskonstanten C; und C; enthalten sind. Die
Interpretation dieser Konstanten ergibt sich aus der Physik: Wurde der Stein nicht aus der Ruhe losgelassen,
sondern hatte eine bestimmte Anfangsgeschwindigkeit vy, so kann man aus der Gleichung fur v(¢) und der
Anfangsbedingung v(0) = v, die Integrationskonstante C; ermitteln. Fur ¢ = 0 liefert die Gleichung fur v(t):
v(0) = g -0+ C; = C,. Daraus ergibt sich: C; = vy. Genauso verfahrt man mit Cy und der Anfangsbedingung
z(0) = zo. Es ergibt sich: Cy = z(. In endgultiger Fassung heif3t die Lésung der Differentialgleichung also:

1
z(t):ig«t2+v0~t+x0.

Diese LOsung ist sehr vereinfacht, da sie nur gerade herunterfallende Steine berlicksichtigt, also auf3er Acht
lasst, dass z, g und v eigentlich Vektoren 7, g, v sind.

Die Lésung war gar nicht schwer, denn in der Gleichung =" = g kommt die unbekannte Funktion x(¢) nur einmal
vor, als zweite Ableitung. Dies liegt daran, dass in Erdnahe die Anziehungskraft und damit die Beschleunigung
konstant sind. Bei nicht konstanter Kraft gilt fir den Weg folgende Differentialgleichung 2. Ordnung, die man
so allgemein gar nicht I6sen kann:

m -z (t) = F(a(t))
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2. Radioaktiver Zerfall

Das Ausgangsproblem ist: Es ist eine Menge @ radioaktiven Materials zum Zeitpunkt ¢ = 0 gegeben, gesucht
ist eine Funktion Q(t), die die zum Zeitpunkt ¢ noch vorhandene Menge @ angibt. Aus physikalischen
Beobachtungen und theoretischen Annahmen weil3 man, dass die Rate, mit der das radioaktive Material
zerfallt, direkt proportional zur Menge des noch vorhandenen Materials ist. Daraus ergibt sich folgende
Differentialgleichung 1. Ordnung:

dQ
e

Die Proportionalitatskonstante » (r > 0) ist die fiir jedes radioaktive Material unterschiedliche Zerfallsrate.
Diese Differentialgleichung soll nach @ aufgelost werden. Der folgende Lésungsweg ist mathematisch nicht
korrekt, flihrt jedoch zum richtigen Ergebnis und ist weitaus anschaulicher als der mathematisch korrekte Weg:

d—? = —r-(@Q Separation der Variablen: alles mit Q auf die eine Seite rhumen, alles mit ¢ auf die andere
d . . .
& g = —r-dt auf beide Seiten das Integralzeichen anwenden

@/%d@z—%/dt

sm(Q) = —r-t+C

o Q _ e—r<t+C

sQ=c% et

Zusammen mit der Anfangsbedingung Q(0) = Qo ergibt sich fiir den konstanten Term e“ = Q,. Somit lautet
die endgiiltige Form der Ldsung

Qt)=Qo-e "

Etwas schwieriger wird das Losen der Differentialgleichung unter der Annahme, dass stéandig neues radioaktives
Material mit der konstanten Rate %k (Dimension von k ist Masse / Zeit) zugefuhrt wird. Diese Annahme ist
nicht realitatsfern, ein Beispiel ware, die Menge radioaktiven Materials im Abwasser eines Kernkraftwerks zu
berechnen, nachdem die Anfangsmenge zerfallen ist und nur noch taglich eine geringe Menge hinzukommt.
Wir andern die Differentialgleichung fir den normalen Zerfall wie folgt ab:

dQ

Die Zerfallsrate r, die Zufuhrung & und die Anfangsbedingung Q(0) = Q, seien bekannt.

Substitution: Sei k = —r - z. Dann ist % =—1-Q-r-z& % =—r-(Q+2)

Substitution: Sei p = @ + z. Dann gilt % = %, da beim Differenzieren nach t das konstante Glied z wegfallt.

Daraus ergibt sich die umformulierte Differentialgleichung

dp
-V = D,

dt

deren Lésung uns schon vom einfachen radioaktiven Zerfall bekannt ist: p = e© - e~ 7. Resubstitution: p = Q +z
=Q+z2=e" et Q=e" e -z Resubstitution: k = —r -z & z = - £

Q:ecle—r't_"_ﬁ
,
Anhand dieser Gleichung, die noch die Integrationskonstante C enthalt und deshalb noch unbestimmt ist,
lassen sich folgende Aussagen treffen: Der Term e© - e~ konvergiert gegen 0 und ist nach einiger Zeit
zu vernachlassigen. Das Niveau, auf das sich die Menge radioaktiven Materials nach einer gewissen Zeit
einpendelt, ergibt sich also aus dem Term % der Zuleitung pro Zeitschritt geteilt durch die Zerfallsrate. Mit der
Anfangsbedingung ergibt sich fiir den konstanten Term e durch Einsetzen: e¢ = Q, — % Setzt man dies in
obige Gleichung ein, so erhalt man

Q=Qu-e = e
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3. Zinsrechnung

Der Vermehrung eines Grundkapitals durch Zahlung von Zinsen liegt dasselbe Grundprinzip zugrunde wie
dem radioaktiven Zerfall: Der Zuwachs des Kapitals ist direkt proportional zum momentanen Kapital. Die
Differentialgleichung lautet also % =r-S (r>0),der Unterschied zum radioaktiven Zerfall besteht lediglich
im Vorzeichen von r. Dementsprechend lautet die Gleichung aufgeldst nach S folgendermafRen: S = Sy - e"t.
In unserer Vorstellung funktioniert dieses Berechnungsmodell einwandfrei, es lassen sich einfach weitere
Ruckschlusse ziehen, und der Graph verlauft glatt. In der Realitdt berechnen die Banken die Zinsen jedoch
nicht kontinuierlich , sondern in diskreten Schritten von einem Jahr, einem Halbjahr, einem Quartal oder
sonstigen Zeitschritten. Die Gleichungen fiir diese Berechnungsweisen sehen so aus:

1-mal jahrlich : S(t) = Sp - (1 + )"

2-mal jahrlich : S(t) = Sy - (1 + g)%

m-mal jahrlich : S(t) = So - (1 + _ )™t
m

(t ist gemessen in Jahren)

Diese Funktionen sind wesentlich unhandlicher als die Exponentialfunktion und haben einen weiteren Nachteil:
Sie machen Spriinge. Ihr Graph verlauft fir jeweils einen Zeitschritt horizontal und springt dann auf die nachste
Stufe. lhre Werte weichen von denen der kontinuierlichen Funktion ab, dieser Effekt ist jedoch (fur kleine
VerzinsungszeitrAume) vernachléassigbar. Je grof3er m ist, desto mehr néhert sich das Ergebnis dem genauen
Wert an, und es lasst sich zeigen:

lim S() . (1 + L)mt = SO . €T't
m— o0 m

An diesem Beispiel wird deutlich, dass ein schénes mathematisches Modell (stetig, differenzierbar) die Realitat
nur unzureichend widerspiegelt, da die Realitat sich nicht immer einfach modellieren lasst.

Bei genauerer physikalischer Betrachtung erkennt man, dass auch die mathematische Beschreibung des
radioaktiven Zerfalls ungenau ist. Die Molekiile zerfallen nicht irgendwie kontinuierlich, sondern in einzelnen
diskreten Akten. Wenn die Molekilzahl ausreichend klein ist, ist das exponentielle Berechnungsmodell
ungenau.

Dieses Problem tritt bei vielen Modellen auf, und zwar haufig in der umgekehrten Weise: Ein kontinuierlicher
Vorgang wird diskret modelliert, z. B. bei der Simulation von Bewegungen am Computer, da der Computer nur
in diskreten Schritten rechnen kann.

Literatur: Boyce, DiPrima: Gewo6hnliche Differentialgleichungen. Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg;
S. 52-66

Numerische Lésung von Differentialgleichungen
(Lisa Huber, Christoph P&ppe)

Bisher konnten wir unsere Differentialgleichungen noch analytisch Iésen. Die weitaus meisten Probleme sind
dafur jedoch zu kompliziert. Deshalb stellen wir im Folgenden einige numerische Verfahren vor.

Wir betrachten ein Anfangswertproblem:

v o) =9 py0)
y(to) = vo

bei dem wir davon ausgehen, dass es eine eindeutige Losung besitzt (siehe den Beitrag von Karin Heitzmann).
Wir nennen die eindeutige Lésung ®(t). Mit y,, bezeichnen wir die angené&herten Werte von ®(t,,) an den
Stellent, =tqg+nh,h =ty 1 —t,,n=0,1,2,....

Hier gilt es hollisch aufzupassen! Diese Differentialgleichung, so wie sie dasteht, ist zunachst mal eine
Wunschvorstellung, eine Forderung an das y. Das y haben wir aber erstmal noch nicht. Da steht zwar
y'(t) = f(t,y(t)), aber deswegen ist f noch lange nicht die Ableitung von y. Das gilt erst, wenn y die Lésung ist,
und dann sind wir sowieso fertig. Solange wir die Losung nicht haben, ist f — na ja, eben gar nix mit y. Es ist die
rechte Seite der Differentialgleichung; einen schéneren Namen gibt es nicht dafiir. Physikalisch gesprochen:
f ist das (bekannte) Naturgesetz, und y ist das (vorlaufig unbekannte) Verhalten eines Systems, das diesem
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Naturgesetz folgt und zum Zeitpunkt ¢t im Zustand y, ist. Um Losung und Weil3-noch-nicht-ob-L&sung sauber-
lich auseinanderzuhalten, schreiben wir ® fiir ersteres und y fur letzteres. Die meisten Lehrbicher machen
diese Unterscheidung (und die Praktiker verschlampern sie, weil denen Klar ist, was jeweils gemeint ist).

Ubrigens muss in der Differentialgleichung das y (bzw. die Loésung ®) nicht unbedingt eine zahlenwertige
Funktion sein. Alle jetzt folgenden Uberlegungen funktionieren genauso, wenn die unbekannte Funktion ein
Vektor ist, das heil3t aus mehreren Komponenten besteht. Die rechte Seite f bildet dann einen Vektor y samt
einem Skalar ¢ auf einen Vektor f(¢,y) ab. Physikalisch bedeutet das, dass der Zustand des Systems nicht
nur durch eine ZahlengroRe beschrieben wird, sondern durch mehrere — was der bei weitem interessantere
Fall ist. Diese mehreren Grof3en — die Komponenten von y — kénnen zum Beispiel die Koordinaten eines oder
mehrerer Massenpunkte sein, die durch Kréafte aufeinander einwirken. Anders ausgedriickt: Man hat mehrere
unbekannte Funktionen, die auch noch voneinander abhéngig sind: ein System von Differentialgleichungen.
Eine Gleichung héherer Ordnung kann auf eine einfache Weise in ein System von Gleichungen 1. Ordnung
umgewandelt werden. Das angegebene Anfangswertproblem ist also keineswegs so speziell, wie es aussieht,
sondern bereits so ziemlich das allgemeinste, was es gibt. Fir die bildliche Veranschaulichung, die jetzt kommt,
muss man sich allerdings das y doch wieder als einen Skalar vorstellen.

An einem geeigneten Richtungsfeld (hier
abgebildet ist das Richtungsfeld fur ¢/ =
et — 2y) kénnen wir uns die Vielfalt der
Lésungen veranschaulichen und die Pro-
blematik der Naherung betrachten.

h

T
e

Die rechte Seite f der Differentialglei-
chung sagt uns zu jedem Punkt (¢,y) in
der (¢,y)-Ebene, welche Steigung y’'(t)
die Losungskurve haben miusste (namlich
f(t,y)), wenn sie durch den Punkt (¢,y)
verliefe. (Ob sie wirklich durch diesen
Punkt verlauft, wissen wir noch nicht.)
Anders ausgedrickt: Wir suchen eine
Kurve y(t), die in jedem ihrer Punkte die fur
diesen Punkt vorgeschriebene Tangente
f(t,y(t)) hat.

Durch jeden Punkt der (¢, y)-Ebene verlauft genau eine solche Lésungskurve, vorausgesetzt, die rechte Seite f
ist nicht zu exotisch. Das sagt uns der Existenz- und Eindeutigkeitssatz (siehe unten). Lésungskurven kénnen
sich nicht schneiden; sonst gébe es im Schnittpunkt zwei verschiedene Steigungen. Es gibt aber nur einen
Wert von f(t,y). Das hindert nicht, dass Lésungskurven auseinander- oder zusammenlaufen. Aus der gro3en
Schar der Lésungskurven (der mdglichen Verhaltensweisen des Systems) suchen wir diejenige, die durch den
Punkt (tg,yo) verlauft (zum Zeitpunkt ¢, im Zustand g ist).
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Es ist ein bisschen wie Autofahren auf einer unendlich vielspurigen Autobahn: Immer schén auf der Spur
bleiben, das heiflt die Richtung halten, die an der Stelle, wo du gerade bist, angesagt ist. Wenn du nicht
aufpasst, machst du einen unwillkirlichen Spurwechsel. Auf einer echten Autobahn kracht es dann meistens.
Auf einem Richtungsfeld ist es — na ja, eben ein Fehler.

Somit stellt sich uns vor allem die Aufgabe, einen solchen Fehler mdglichst klein zu halten.

Das einfache Eulersche Verfahren

Das erste numerische Verfahren wurde von Euler entwickelt. Der erste Schritt besteht darin, dass wir mit
unserem bekannten, exakten Wert y, durch Einsetzen in die rechte Seite der Differentialgleichung die Steigung
in diesem Punkt bekommen. Mit deren Hilfe konstruieren wir die Tangente an die Kurve im Punkt yo = ®(¢o).
Entlang dieser Tangente f(to, yo) bewegen wir uns um eine konstante Schrittweite » weiter bis zu dem Punkt
y1. Das soll ein N&herungswert fir ®(¢,) sein: y1 = yo+hf(to, yo). Jetzt setzen wir wieder den errechneten Wert
in die rechte Seite der Differentialgleichung ein, bekommen einen Steigungswert, konstruieren die Tangente
und erlangen den nachsten Punkt y,. Allgemein kbnnen wir schreiben:

Yn+1 = Yn + hf(tn7 yn)

mit n = 0,1,2,3,.... Je kleiner hierbei die Schrittweite, desto geringer ist die Abweichung der Naherung von
der exakten L6sung, desto hoher allerdings der Rechenaufwand.

Eulerverfahren ist wie ein total Ubermudeter Autofahrer: Fahrt los, nickt ein, schreckt hoch, stellt das Steuer
richtig fur die Spur, auf der er gerade ist, pennt wieder eine Sekunde, schreckt hoch, und so weiter. Der hélt
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natdrlich um so besser die Spur, je 6fter er die Augen aufmacht. Einmal Augen aufmachen ist in diesem Bild aber
soviel wie ein kompletter Rechenschritt auf dem Computer — egal wieviel Zeit zwischen zwei ,Augenblicken”
verstreicht. Deswegen ist fir das Rechnen mit dem Computer unpraktikabel, was auf der Autobahn eine gute
Idee ist: immer die Augen aufzuhalten.

Es ist auch méglich, das Eulersche Verfahren mathematisch tber das Integral tiber ®'(¢) herzuleiten:

D(tyar) — B(t) = / (1)t = / i e v

o v = Flt, 9t /
= B(tny) = B(tn) + / St @ (t)dt
t

n

Beim Euler-Verfahren ersetzen wir den Integranden durch . #{:11
seinen Wert an der Stelle t = t,,, eine Konstante, und
kénnen ihn somit aus dem Integral herausziehen und Uber
die Konstante 1 integrieren: :

Ersetzt man jetzt ®(¢,,) durch unsere Naherungswerte y,,, so ergibt sich wiederum das Euler-Verfahren.

n fpe

Auch mit der Taylor-Reihe um den Punkt ¢,, (ausgewertet in t,, + h = t,.1), von der wir naturlich ausgehen,
dass sie existiert, lasst sich das Eulersche Verfahren finden.

D(tn +h) = B(t) + ' (ta)h + " (t,)h”

& B(tyr1) = D(tn) + fltn, @(t)]h + " (t,)h?

(t, ist wieder eine unbekannte Zwischenstelle zwischen ¢, und ¢, ). Wenn wir namlich nach dem 2. Glied
abbrechen, d. h. das Restglied nicht berticksichtigen, und fir ®(¢,,.1), ®(¢,,) wieder die Naherungswerte y,, 11, yn
verwenden, so ergibt sich hieraus ebenfalls das Eulersche Verfahren. Uns muss jedoch bewusst sein, dass
dieses Verfahren Fehler macht, die wir im Folgenden betrachten wollen.

Fehlerabschatzung:

Nennen wir den globalen Approximationsfehler F,,. Das ist der Unterschied zwischen der exakten Lésung und
der angenaherten zum Zeitpunkt ¢,,: E,, = ®(t,) — yn.

Jetzt kommt die Sache mit der Stinde, die euch so erheitert hat. Und zwar: Die exakte Losungskurve ist der Pfad
der Tugend. Aber den kennt man nur im Himmel. Auf Erden sind wir allzumal Stinder, das heif3t wir weichen vom
Pfad der Tugend ab. Das ist unvermeidlich, wenn man in diskreten Zeitschritten rechnet, und anders kénnen
wir es nicht — wenn wir die Lésung nicht auf analytischem Wege finden. Beim Euler-Verfahren geht man halt
ein Stuck die Tangente entlang statt die Losungskurve; das ist die Siinde, die man in jedem Schritt aufs Neue
begeht. Allgemein verwendet man bei jedem Schritt nur eine Naherungsformel zur Losungsbestimmung, denn
eine exakte Formel gibt es nicht. Aul3erdem war man aber schon — abgesehen vom allerersten Schritt, als man
sich noch im Stande der Unschuld befand — auf der falschen Losungskurve. Das ist die Folge der friiheren
Fehltritte: die Erbsiinde eben.

Versuchen wir, die Gesamtsiinde F,, in Neustinde und Erbsiinde zu zerlegen. Dazu bilden wir die Taylor-Reihe
von ®(t) um ¢, mit Restglied 2. Ordnung:

B(t, +h) = D(t,) + & (t,)h + " (t,)h*

mit einem gewissen t,, zwischen t,, und t,, + h. Das formen wir wie vorher um und subtrahieren die Formel des
Eulerschen Verfahrens. Fir die Gesamtsunde zur Zeit ¢, ergibt sich

Eni1= (I)(t’ﬂ+1) —Ynt+1 = q’(tn) — Yn + h{f[tm (I)(tn)] - f[tmyn]} + q)//({n)hQ
An dieser ganzen Siinde ist neu nur der letzte Term; denn wenn wir im n-ten Schritt noch auf dem Pfad der

Tugend wéren, ware y,, = ®(¢,), und die beiden ersten Summanden wirden wegfallen. Also ist die Neusiinde
— offizieller Name: der lokale Diskretisierungsfehler —

1 -
ent1 = P(tns+1) — Ynt1 = E‘I’N(tn)hQ,
das ist proportional zu 22 und der 2. Ableitung von ®(t).

10



Stromungen berechnen mit dem Computer

Was haben wir davon? ® kennen wir nicht (sonst hatten wir die Losung und kdnnten uns das Siindigen sparen)
und ¢,, schon gar nicht. Wenn wir die Siinde nun schon nicht ausrechnen kénnen, wollen wir sie wenigstens
in Grenzen halten. Das gelingt auch haufig, denn meistens ist ®"(¢) beschrankt: |®”(¢,,)| < M mit einem
gewissen M, das wir zwar meistens auch nicht kennen, das aber wenigstens nicht von ~ abhangt. Dann ist

auch der lokale Diskretisierungsfehler begrenzt: |e,, ;| < M.

Also: Wenn wir die Schrittweite halbieren, begehen wir nur noch ein Viertel der Neustinde — pro Schritt. Um
zum selben Ziel zu gelangen, missen wir jetzt aber doppelt so viele Schritte machen. Allgemein: Wenn wir n,
Schritte benétigen, um von to zu £ = to + nh zu gelangen, und bei jedem Schritt der Fehler hochstens Mh? /2
betragt, ist der Fehler nach n Schritten hochstens nMh?/2. Da n = (f — to)/h ist, erhalten wir daraus als
Schranke fir die Summe aller Neustinden (¢ — to) M h/2. Der Fehler wird also nicht gréRer als eine Konstante
mal h, d. h. er lasst sich durch Ubergang zu kleineren Schrittweiten beliebig klein machen.

Diese Argumentation unterstellt, die Fehler jedes einzelnen Schrittes wirden sich einfach aufaddieren,
bertcksichtigt also nicht die Fehlerfortpflanzungseffekte. (Wie wirde man die nennen? Erbs-Erbsiinde in
Analogie zu Zinseszins?) Durch eine etwas kompliziertere Argumentation lasst sich jedoch zeigen, dass der
Fehler E,, tatsachlich abschatzbar ist durch h mal eine gewisse Konstante; nur ist die Konstante etwas gré3er
als die oben angegebene (¢ — )M /2.

Das verbesserte Eulersche Verfahren (Heun-Formel)

Beim einfachen Eulerschen Verfahren wird ein
Integral durch eine Rechtecksflache angenahert
/ (siehe oben). Die Hohe des Rechtecks ist dabei
Fltg el ol — A der Funktionswert f[t,,®(¢t,)] am linken Rand
/7.:_/ des zu untersuchenden Intervalls. Das verbesserte
Lir ole )] + Eulersche Verfahren approximiert den Integranden

F(Fitn. $lt, . ) )
genauer, und zwar durch eine Trapezflache, indem
Fltne olta ) man den Mittelwert zwischen den Eckpunktwerten
> (fltn, @(tn)] + fltns1, @(tns1)]) /2 nimmt. Wieder
= ael ‘ ersetzen wir die exakten durch die N&herungswer-
te: ®(t,+1), ®(t,) durch y,, 11, y,. Daraufhin erhalten
WIr Y1 = yn + (0/2) (f[tn, yn] + fltnt1,yn+1]). Da die Unbekannte y,,.1 jedoch in der rechten Seite der
Gleichung vorkommt, ersetzen wir sie hier durch den Wert den wir mittels der Euler-Formel erhalten. Folglich

gilt:

¥ ¥ = fle ol

Fle,. ole )l —
/]

Pl + Sl + i+ ()

Das ist das Euler-Verfahren mit Beichte! Wir machen zuerst einen Fehltritt, das heil3t, wir berechnen einen
vorlaufigen Wert fir y,,.1 nach dem Euler-Verfahren. Im Lichte der Erfahrung, die wir dadurch gewonnen
haben, bringen wir eine Korrektur an und machen dadurch unseren Fehler wenigstens zum Teil wieder gut.
Allgemein heil3en Verfahren dieses Typs (deren es viele gibt) Pradiktor-Korrektor-Verfahren.

Yn+1 = Yn +

Es lasst sich beweisen, dass der lokale Diskretisierungsfehler bei diesem Verfahren durch eine Konstante
mal A% und der globale auf einem endlichem Intervall durch eine Konstante mal h? beschrankt ist, d.
h. die Fehlergrenzen werden enger. Allerdings erfordert eine ausreichend komplizierte Funktion f einen
betrachtlichen Rechenaufwand. Fir das Heun-Verfahren missen wir f doppelt so oft auswerten wie fur
das einfache Verfahren; oder: Das Heun-Verfahren ist so aufwendig wie ein Euler-Verfahren mit der halben
Schrittweite. Es bringt allerdings mehr an Genauigkeit.

Uberhaupt sollte kein schiefes Bild entstehen! Das Euler-Verfahren ist zwar das einzige, das wir uns etwas
ausfuhrlicher ankucken; aber verglichen mit anderen, tatsachlich eingesetzten Verfahren ist es so elend
schlecht, dass es nur als abschreckendes Beispiel taugt. Eigentlich hat es den Namen des grof3en Leonhard
Euler (eines der grof3ten Mathematiker Uberhaupt) gar nicht verdient. Es ist nur nitzlich, weil es so einfach zu
verstehen ist und trotzdem bereits die wesentlichen Eigenschaften aller Verfahren fir Anfangswertprobleme
zeigt.

Eine wesentliche Eigenschaft ist: Wenn es um die Qualitat eines Verfahrens geht, kommt es auf das genaue
Ausmal der Siinde gar nicht besonders an. Man macht sich in der Regel auch nicht die Muhe, die Konstante
M (bzw. die etwas groRRere, die eigentlich korrekt ist) auszurechnen, selbst wenn man die Daten zur Verfigung
hat. Das einzige, was bei der ganzen Fehlerabschétzerei am Ende interessiert, ist der Exponent an dem h.
Das ist die Ordnung des Verfahrens. Das Euler-Verfahren hat Ordnung 1, das Heun-Verfahren Ordnung 2. Eine
Halbierung der Schrittweite vermindert den zu beflrchtenden Fehler bei einem Verfahren 1. Ordnung auf die
Halfte, bei 2. Ordnung auf ein Viertel, bei 3. Ordnung auf ein Achtel. Je héher die Ordnung des Verfahrens,
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desto besser das Ergebnis (desto hdher im Allgemeinen auch der Aufwand).

Es ist eine gute Idee, dasselbe Problem mit zwei verschiedenen Schrittweiten zu rechnen. Der Unterschied in
den Ergebnissen gibt einem — ohne dass man theoretischen Aufwand treiben misste — einen Hinweis darauf,
wie gro3 das M in diesem Fall ist. Daraus kann man wiederum ausrechnen, wie gro3 man das h wahlen muss,
damit der globale Fehler unter einer vorgegebenen Schranke bleibt. Und das ist die Standard-Forderung an
jedes gute Verfahren.

Immer nur mit entsetzlich kleiner Schrittweite h die Zeitachse lang zu tippeln bringt nichts — nur Rechenaufwand:
Durch die guten Werke allein wirst du nicht selig. Die Kunst besteht darin, die Schritte so grof3 zu nehmen,
wie es der globalen Genauigkeitsforderung gerade noch vereinbar ist. Das kann zu verschiedenen Zeiten
verschieden sein: Wenn das System in heftiger Bewegung ist (scharfe Kurve auf der gedachten Autobahn),
muss man sehr haufig hinkucken, damit man alle Einzelheiten mitkriegt. Auf langen Geraden, wo nahezu nichts
passiert, gentigt ab und zu ein verschlafenes Blinzeln. Hochentwickelte Verfahren beherrschen die Kunst, die
Schrittweite den Verhaltnissen automatisch anzupassen.

Wie sehen andere Verfahren aus? Ein paar Stichworte mussen genitigen. Man kann die Taylor-Entwicklung
weiter treiben als nur bis zum zweiten Glied, muss dann aber auch Werte aus frilheren Zeitschritten
mitverwenden, weil sonst keine eindeutigen Formeln zustandekommen. Das lauft darauf hinaus, dass man
die Lésungskurve nicht durch die Tangente (die in diesem Punkt anschmiegsamste Gerade) nahert, sondern
durch die anschmiegsamste Parabel, kubische Parabel und so weiter. Das sind die Mehrschrittverfahren
héherer Ordnung. Oder man treibt das Spiel aus Siinde und Beichte mehrmals hintereinander tiber gewisse
Teil-Zeitschritte. Das lauft auf die sogenannten Runge-Kutta-Verfahren hinaus. Oder man rechnet von ¢, bis
t mit verschiedenen Schrittweiten hy, hs, hs ..., bekommt verschiedene Werte fur ®(%) in Abhangigkeit vom
jeweiligen Wert von h und extrapoliert daraus einen Wert fir die (himmlische) Schrittweite » = 0. Das sind die
Extrapolationsverfahren. Alle diese Verfahren kann man mit automatischer Schrittweitensteuerung ausstatten;
das funktioniert am elegantesten bei den Extrapolationsverfahren.

Literatur: W. E. Boyce/R. C. DiPrima: Gewohnliche Differentialgleichungen

Numerische L 6sung nach dem Eulerverfahren am Beispiel  dy(t)/dt=ay(t)
(Florian Conrad)

Ein Test-Beispiel fir das Euler-Verfahren sollte zum Zwecke des Vergleichs so einfach wie moglich sein und
eine bekannte Ldsung haben. Deshalb verwende ich hier die DGL y'(t) = ay(¢) mit der Anfangsbedingung
y(0) = yo, deren Losung ®(t) = yo - et ist.

Beim Euler-Verfahren wird die t-Achse in diskrete Zeitschritte ¢q, t1, . . . eingeteilt, die voneinander den gleichen
Abstand h haben. Es sei y, = y(tx) fur k£ = 1,2,3,..., wobei y(¢) die angenaherte Losung sei, die aber
wiederum nur an den Stellen ¢, definiert ist. Wir finden y,, indem wir in (¢y, yo) die Tangente mit der Steigung
f(to,y0) = ayo anlegen. y; wird auf den Wert dieser Tangente an der Stelle ¢; festgelegt. Um nun weitere y 4
zu finden, wird immer wieder das jeweils bekannte y;. in die rechte Seite der DGL eingesetzt. Das heil3t, man
legt an die Lésungskurve durch (¢, y:) (die schon lange nicht mehr die richtige sein muss) die Tangente und
l[auft an ihr entlang bis t,1. Der dort erreichte Wert gilt als Naherung yy11 fur ®(¢x+1). Dieses Verfahren heif3t
explizites Euler-Verfahren (siehe den vorigen Beitrag).

Die Ldsung an einer festen Stelle 7' > 0 kann man mit verschiedenen Schrittweiten annahern: Man setze
h =T /n, wobei n die Anzahl der ¢-Schritte ist, die man bei der Anndherung macht.

Fir die angendherte Losung in diesem Beispiel gilt also yx+1 = yx+hay, = (14ah)y,. Daraus folgt per Induktion
yr = Yo - (1 +ah)k (fur k € N). Esist y(T) = yn, = yo - (1 +aT/n)". Esistlim,,—o Yo - (1 +aT/n)" = yo - T, d.
h. die Anndherung wird um so genauer, je kleiner man die Schrittweite wahlt. Unangenehme Nebenwirkungen
hat hier (vor allem bei ¢ < 0) die Wahl einer Schrittweite h mit ah < —1, da die genaherte Losung in einem
solchen Fall entweder einfach nur O ist oder gar alterniert.

Eine weitere Moglichkeit der Anndherung bietet das implizite Euler-Verfahren, bei dem, um y;, zu berechnen,
nicht ¢, sondern y,,1 in die rechte Seite der DGL (zwecks Tangentenermittlung) eingesetzt wird. (Dazu muss
man eine Gleichung fur y,; 16sen. Das ist in diesem Beispiel einfach, im Allgemeinen aber zu kompliziert, um
den Aufwand zu rechtfertigen.)

Es ist dann y..1 = yi + h(ayes1) = yri1 = /(1 — ah). Mittels Induktion ergibt sich y, = yo/(1 — ah)* =
yo/(1 — aT/n)*, wobei T" und n wie oben definiert seien. Auch hier geht die gendherte Losung an der Stelle
T fur n — oo (d. h. h — 0) wieder gegen die Exponentialfunktion, es ist also eine beliebig gute Anndherung
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durch eine entsprechend kleine Schrittweite moglich:

. Yo T
lim = =y -e®
n— 00 yn e_aT yO

Einem grolRen Problem steht man beim impliziten Euler-Verfahren fir ¢ > 0 gegeniber, wenn man eine
Schrittweite h wahlt, fur die ah = 1 (Division durch 0!) oder ah > 1 (Alternieren des Bruchs im Nenner!).

Wegen all dieser Probleme sei im Folgenden |ah| < 1. AuRerdem beschranke ich mich auf ah # 0, was kaum
schadet, da sowieso i > 0 und bei ¢ = 0 die DGL eine Funktion ® mit konstantem Wert fur alle ¢ ergabe.

Durch Ausprobieren erkennt man (jedenfalls beim Beispiel der Exponentialfunktion): Die eine genaherte Losung
liegt immer oberhalb, die andere immer unterhalb des Traumergebnisses. Entscheidend ist dabei der Faktor,
um den sich bei dem jeweiligen Verfahren bei jedem Schritt der Wert verandert. Ist dieser kleiner (gréRer) als
e, welches der Faktor ist, um den sich die Exponentialfunktion in einem Schritt verandert, verhalt sich die
N&aherung ebenso (oder bei negativem gy, umgekehrt) zur e-Funktion. Es soll nun die besagte Eigenschaft der
jeweiligen Faktoren bewiesen werden.

Zu zeigen ist 1 + ah < e und 1/(1 — ah) > e,
Seiu € Rmitu # 0und |u| < 1.

Die Taylor-Entwicklung von e* um 0 ist e* = 1+ u +u? - (e%)” /2 mit einem @ zwischen 0 und u. Auf & kommt es
nicht so genau an, denn die zweite Ableitung d?e<® /dx? = c%e“® der Exponentialfunktion e ist ohnehin positiv.

Esfolgt 1 +u <1+u+u?-(e%)"/2=e"

Fir u = ah ergibt sich 1 + ah < e, fir u = —ah gilt 1 — ah < e~%", woraus nach Umkehrung, die wegen
lah| < 1 problemlos durchfiihrbar ist, 1/(1 — ah) > " folgt. ged.

Angesichts dieser Tatsache wére es vielleicht besser, gleich ein Verfahren zu verwenden, das zwischen
explizitem und implizitem Euler-Verfahren liegt. (Das ist die Idee des Heun-Verfahrens — siehe den vorigen
Beitrag —; nur macht man beim Heun-Verfahren das Spiel zwischen Siinde und Beichte, weil man im Allgemei-
nen eben nicht nach y; 1 auflésen kann.) Dazu verwendet man fiir die Steigung des Geradenstiickes, das zur
Ermittlung von y1 gebraucht wird, den Wert, der zwischen der rechten Seite der DGL flr y; und der fir 1
liegt:

1 1 1 1+ Sah
Yrt1 = Y + h - S (ayk + ayrgr) <= yrpr(1 — zah) = yp(1 + zah) <= ypy1 = yp———
2 2 2 1—Lan
Die Ungleichungen 1 + ah < iézz und ljah > iézz sind erfillt (problemlos beweisbar). Dieses Verfahren
2 2 v

liefert also zumindest bei diesem Beispiel Werte, die zwischen denen des expliziten und denen des impliziten
Euler-Verfahrens liegen. Dadurch ist auch der Nachweis der Konvergenz gegen e*? bei h — 0 geliefert.

Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen
(Karin Heitzmann)

1. Existenz

Gegeben ist ein Anfangswertproblem bestehend aus einer Differentialgleichung erster Ordnung in der Form
—

¥ = f(t,¥) und einer Anfangsbedingung %(0) = yo.

(Wir arbeiten hier mit Vektoren, da mit ihrer Hilfe Systeme beliebiger Ordnung als Differentialgleichung erster
Ordnung ausgedrtickt werden kdnnen.)

Wir setzen voraus, dass die rechte Seite fder Differentialgleichung stetig ist: ,Natura non facit saltus (die Natur
macht keine Spriinge)”.

Es kann sein, dass die Losung eines Anfangswertproblems nicht ewig lebt. Sie kann nach endlicher Zeit
~explodieren“, d. h. gegen +oco streben.

Beispiel (aber nur skalar): ¢’ = 32 y(0) =a

Es gibt zwei Wege, um die richtige Ldsung zu erhalten:
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a) das ,Schmuddelverfahren* der Physiker: b) die analytisch korrekte Methode:
% — y2 Yy — y2
o =t Lo o=
y2ody =dt [~y =1
_ 1
Y=o
Durch Einsetzen der Anfangsbedingung erhalten wir fir die Integrationskonstante den Wert C' = —% und
bekommen somit die korrekte Losung y(t) = % fr unser Anfangswertproblem. Diese Losung existiert jedoch

nur far ¢ < % da die rechte Seite der Differentialgleichung mit dem geforderten Anfangswert nur in diesem
Bereich stetig ist: Wenn y (flr t — 1/a) gegen unendlich geht, tut die rechte Seite der Differentialgleichung das
auch.

Aber: Wenn eine Lésung g vorzeitig stirbt, dann nur durch Explosion. Es kann nicht sein, dass ¢(t) zu einer
endlichen Zeit einfach verendet, d. h. zwar beschréankt bleibt, aber nicht mehr fortsetzbar ist. Vielmehr ist
i fortsetzbar bis zum Rand des Definitionsbereichs von f (Der Definitionsberetch von fist normalerweise
R x R", d. h. fist fiir alle Werte von ¢ und 7 definiert.) Das heiRt tblicherweise fiir t — oo, denn bei t — oo
hort der Definitionsbereich auf. Er hort aber auch fiir y — oo auf, und das ist der Grund, warum die L6sung im
Beispiel vorzeitig verstirbt.

Eindeutigkeit
Meistens weil3 man noch mehr: Eine Losung existiert nicht nur, sie ist auch eindeutig bestimmt.

Existenz- und Eindeutigkeitssatz:

Sei das Anfangswertproblem 3/ = f(t,gj), ¥(to) = Yo gegeben. f sei lokal lipschitzstetig im zweiten Argument
(7). Dann existiert eine eindeutige Losung des Anfangswertproblems (d. h. jedem ¢ wird genau ein ¢ zugeordnet)
bis zum Rand des Definitionsbereiches.

—

f heil3t lipschitzstetig im zweiten Argument, wenn es eine Konstante L gibt, so dass gilt: |f(t, 1) — f(t,g2)] <

L|ij1 — | oder auch: W < L firr alle 1, §» aus einem beliebigen Intervall.

D. h. wenn f nach y differenzierbar ist, und die Ableitung ist beschrankt, dann ist f lipschitzstetig.

Quelle:

Deuflhard/Bornemann: Numerische Mathematik Il (De Gruyter); Kapitel 2.1 und 2.2

Zum Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes
(Christoph Pdppe)

Dieser unscheinbare Satz ist von ungeheurer philosophischer Bedeutung. i ist der Zustand eines physi-
kalischen Systems, f ist das Naturgesetz, das die Veranderung dieses Zustands mit der Zeit beschreibt.
Dann sagt der Satz: Wenn zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢, der Zustand des Systems bestimmt ist und
die Gesetze bekannt sind, die seine zeitliche Entwicklung bestimmen, dann ist der Zustand des Systems fir
alle Zeiten bestimmt (determiniert). Das System kann sehr wohl die ganze Welt sein, die Naturgesetze kennt
man einigermaf3en vollstdndig (jedenfalls waren die Wissenschaftsglaubigen des 19. Jahrhunderts davon
Uberzeugt), und sie sind so ziemlich alle lipschitzstetig; also: Wenn ich den Zustand der Welt zu einem
bestimmten Zeitpunkt kenne, kann ich ihn (ausreichende Rechenféhigkeiten vorausgesetzt) fur alle Zukunft
vorhersagen. (FUr alle Vergangenheit Gibrigens auch; aber das beeindruckt einen nicht so.)

Aus diesem Determinismus laf3t sich zweierlei herleiten. Erstens eine ungeheure Arroganz: Allein durch
geeignetes Setzen der Anfangsbedingungen kénnen wir das Verhalten eines Systems fiir alle Zeiten nach
unseren Wunschen bestimmen. Jedes tberhaupt konstruierbare System ist wie ein Uhrwerk: Wir missen es
nur in Gang setzen, und es lauft fur alle Zeiten so, wie wir wollen (und es vorher ausgerechnet haben). Wir
sind die Beherrscher der Materie! Andererseits ein ungeheurer Fatalismus: Die ganze Welt ist nichts weiter
als ein solches Uhrwerk. Sie lauft einfach ab, und wenn wir glauben, dass wir mit unserem Willen etwas an
ihrem Ablauf dndern kdnnten, so ist das pure lllusion. Wir handeln stets nur so, wie es uns von Anfang an
vorherbestimmt ist.
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Beide Vorstellungen haben vor allem im 19. Jahrhundert eine sehr gro3e Rolle gespielt. Das hat inzwischen
machtig nachgelassen. Es ist klar geworden, dass die Voraussetzungen des Eindeutigkeitssatzes eigentlich nie
erfullt sind. Wir kennen den Zustand der Welt nie genau, sondern immer nur ungeféhr. Also ist die Vorhersage
auch nicht genau, sondern ebenfalls nur ungeféahr, und zwar haufig viel schwammiger als die Anfangswerte;
selbst wenn wir die Anfangswerte ziemlich genau kennen, kann die Qualitéat der Vorhersage beliebig schlecht
sein, wie man bereits am Wetterbericht sieht. Man braucht noch nicht einmal die Quantenmechanik samt ihrer
Unbestimmtheitsrelation aus der Kiste zu holen; klassisches (deterministisches) Chaos reicht bereits aus, dem
klassischen Determinismus die Zahne zu ziehen. Aber das ist eine ganz andere Geschichte.

Gleichwohl: In (wichtigen) idealisierten Situationen entfaltet der Existenz- und Eindeutigkeitssatz seinen vollen
Glanz. Wegen seiner groR3en Bedeutung und weil es ein richtig schénes Stiick Mathematik ist, mdchte ich euch
seinen Beweis vorfihren.

Bei diskreter statt kontinuierlicher Zeit ware der Eindeutigkeitsbeweis Ubrigens trivial. Dann gébe es nur diskrete
Zeitpunkte tq, t1, t2..., und das Naturgesetz ware von der Form (t,11) = f(tn, ¥(ts)). Wenn man g(tg)
kennt und will (¢x) wissen — nichts einfacher als das! Wende einfach N-mal f auf (¢y) an. Da kann nichts

schiefgehen; Funktionen sind immer eindeutig.

Aber jetzt zum Beweis. Der erste Schritt: In dem Anfangswertproblem ¢ = f(t, %), %(to) = yo integriere ich
beide Seiten von ¢, bis zu einem gewissen ¢ und bringe (o) auf die rechte Seite:

(1) = §(to) + / £(s,7(5))ds = G + / £(s,(s))ds

Das bringt mich einer Lésung noch nicht wesentlich naher, denn die Unbekannte ¢ steht nicht nur auf der
linken Seite, sondern auch noch rechts unterm Integral. Aber man kdnnte ja mit einer (beliebig bescheuerten)
Né&herung fir 7(t) anfangen, nennen wir sie ¢ (t). Die setze ich rechts ein und kriege durch Anwenden der
Formel eine neue Néaherung >(t) = 4o + jtto f(s,41(s))ds. Allgemein so weiter (Rekursionsformel):

t
Je1(t) = Jo + ) f(s, Gk (s))ds

0
Dadurch kriege ich eine Folge von Funktionen. Wenn die konvergiert, habe ich gewonnen. Denn dann definiere
ich mir §(t) = limy_... yx(t), bilde auf beiden Seiten der Rekursionsgleichung den Grenzwert k¥ — oo und
erhalte 4(t) = 4o + jtto f(s,4(s))ds, was zu beweisen war. Nur: Wie kommt die Folge der Funktionen dazu, zu
konvergieren? Die gute Nachricht ist: Sie tut es, vielleicht nur fur ¢ in der Nahe von ¢y, aber das macht nichts.
Auf diese Weise komme ich vielleicht von ¢, bis zu einem gewissen ¢, dann habe ich halt in ¢; wieder ein
Anfangswertproblem, durch Anwenden desselben Satzes hangele ich mich von ¢; weiter bis zu einem ¢, und
so weiter bis zum Rand des Definitionsbereiches — vorausgesetzt, die Hangeldistanzen werden nicht beliebig
klein.

Wie beweist man, dass sie konvergiert? Mit dem Banachschen Fixpunktsatz. Der fallt jetzt, wie in der
Mathematik haufig tblich, erstmal vom Himmel, und spater sehen wir erst, wofiir er gut ist. Kleinen Moment
Geduld bitte!

Banachscher Fixpunktsatz

Sei F': X — X eine kontrahierende Abbildung von einem vollstdndigen normierten Raum X in sich. Dann hat
F genau einen Fixpunkt, das heif3t, es gibt genau ein z € X mit der Eigenschaft F(z) = z.

Aus was fur Elementen dieser Raum X besteht, wollen wir im Moment gar nicht so genau wissen. Nennen
wir sie Punkte und stellen uns von mir aus Punkte im gewéhnlichen anschaulichen Raum vor. Unter diesen
Punkten muss nur eine sehr zarte Andeutung von Geometrie gelten: Man muss in sinnvoller Weise vom
Abstand zweier Punkte reden kdnnen. Weil wir's so allgemein gar nicht brauchen, gehen wir gleich davon
aus, dass man die Punkte unseres Raumes addieren und mit einer Zahl multiplizieren kann wie die (Orts-)
Vektoren des gew6hnlichen Raums (man sagt: X ist ein Vektorraum) und dass es eine Norm gibt. Das ist die
Verallgemeinerung der Léange eines gewdhnlichen Vektors. Man schreibt ||z|| fur die Norm von z. Der Abstand
von z und y ist ||z — y||. Genau besehen ist eine Norm auch nur eine Funktion von X nach R* (die Norm von
x ist stets > 0) mit einigen naheliegenden Eigenschaften: ||z|| = 0 genau dann, wenn z = 0, |laz| = |a|||x]|
fur alle Zahlen a und ||z + y|| < ||z| + ||y|| (die Dreiecksungleichung). Wir haben die Freiheit, Normen nach
unseren Bedurfnissen zu definieren, und werden von dieser Freiheit Gebrauch machen.

Man sagt, = sei der Grenzwert einer Folge z,, von Punkten aus X, wenn lim,,_, ||z,, — z|| = 0 ist. Der Raum
X heif3t vollstandig, wenn in ihm jede Cauchyfolge (das heil3t jede Folge, deren Glieder ab einer gewissen
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Nummer beliebig kleinen Abstand voneinander haben) konvergiert. Den Unterschied zwischen vollstandig und
nicht vollstandig sieht man schon bei den Zahlen: Die rationalen Zahlen sind kein vollstandiger Raum, denn es
gibt Folgen rationaler Zahlen, die eigentlich konvergieren, aber eben nur gegen eine irrationale Zahl. Deswegen
muss man ja die rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen vervollstandigen.

Was heif3t schlief3lich kontrahierend? F' : X — X ist kontrahierend, wenn fir alle z,y € X qilt | F'(z) — F(y)|| <
al|z — y|| mit einer Konstante « < 1. Die Bilder der Abbildung F' (sprich: F'(x) und F(y)) liegen also mindestens
um den Faktor o ndher beieinander als die Urbilder z und y. F' verkleinert Abstande!

Nach dieser langlichen Begriffserklarung ist der Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes Uberraschend
einfach: Wéhle einen beliebigen Punkt z; € X und bilde die Folge z2 = F(x1), 3 = F(x2), allgemein
xzp+1 = F(xx). Dann ist die Folge z; eine Cauchyfolge, denn die Abstande aufeinanderfolgender Glieder
gehen (mindestens) so schnell gegen 0 wie die Glieder einer geometrischen Folge mit dem Quotienten
«: Wegen der Kontraktionseigenschaft ist ||F(zx11) — F(zk)|| < ol F(x) — F(ar—1)| < o?||F(zp—1) —
F(xr—2)| ... < oF || F(x2) — F(x1)|. Also hat die Folge z; einen Grenzwert. Nennen wir ihn z, gehen in
der Rekursionsgleichung zx1 = F(x)) zum Grenzwert Uber und erhalten = = F(x), was zu beweisen war.

Der Punkt z ist auch eindeutig bestimmt. Nehmen wir an, es gabe zwei Fixpunkte x und y, also F(z) = = und
F(y) = y.Dannist||F(z)—F(y)| < a||z—y|| wegen der Kontraktionseigenschaft, zugleich aber | F'(z)— F (y)| =
llz — y|| wegen der Fixpunkteigenschaft. Da « < 1 ist, kann das nur sein, wenn ||z — y|| = 0, also = = y ist.
Fertig!

Dieser Beweis ist nur deswegen so einfach, weil er so abstrakt ist. Wir denken nur in Punkten und stellen uns
darunter innerlich Punkte auf einer Geraden vor oder allenfalls Punkte im anschaulichen (dreidimensionalen)
Raum, also im Wesentlichen reelle Zahlen oder Vektoren aus drei (vier, finf, endlich vielen) Zahlen. Seine
richtige Schlagkraft entfaltet der Satz aber erst, wenn wir fir die Punkte kompliziertere Dinge einsetzen
— komplette Funktionen. Von diesem Prinzip, eine Funktion als einen Punkt aufzufassen, lebt ein ganzes
Fachgebiet der Mathematik, die Funktionalanalysis.

Es bleibt jetzt, das urspriingliche Problem, den Existenz- und Eindeutigkeitssatz, geeignet zurechtzulegen. Ein
gezielter Schlag mit dem Hammer des Banachschen Fixpunktsatzes, und wumm! unser Problem I6st sich in
Wohlgefallen auf.

Damit die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes erfullt sind, brauchen wir eine kontrahierende Abbildung F, die
auf einem vollstdndigen normierten Raum definiert ist. Unsere Abbildung wirkt auf Funktionen und ist wie folgt
definiert:

F@)(t) = go + / £(s,7(s))ds

Was ist das fir eine merkwiirdige Schreibweise mit den zwei Klammern hintereinander? Gewdhnungsbedurftig,
aber vollkommen korrekt. Eine Funktion (oder Abbildung; die beiden Worter bedeuten dasselbe) ist eine
Vorschrift, die zu jedem Element aus einer Menge A sagt, welches Element einer Menge B daraus werden soll.
Normalerweise schreibt man das als f(z) = ... (irgendein Ausdruck, der z enthalt); dabei ist = ein unbestimmtes
Element aus A und f(x) das Element aus B, das f aus x macht. Bei der Funktion ¢/ ist das noch ganz einfach:
A ist das Intervall von ¢y bis t1: A = [to,t1]; fur den (End-)Zeitpunkt ¢; sind noch Bedingungen einzuhalten,
deren Einzelheiten ich euch hier erspare. B ist ein Raum von Vektoren, und wenn man g definieren will, schreibt
man eine Formel fur ¢(¢) auf, wobei man fur ¢ ein beliebiges Element aus A einsetzen darf. (Aufpassen: ¥ ist
eine Funktion, 7(t) ist eine Zahl. Die muss man auseinanderhalten.)

Aber jetzt das F'! Die Abbildung F' ist definiert auf einem Raum A stetiger (vektorwertiger) Funktionen (das ist
ein anderes A als gerade eben!), sie bildet ab in denselben Raum (B = A), und man definiert sie, indem man
sagt, was F' aus einem beliebigen Element i € A macht. Na ja, ein Element F'(3) € A. Aber F(%) ist seinerseits
eine Funktion; um die zu definieren, muss man sagen, was sie aus einem beliebigen t € R macht. Also muss
man ansagen, was F'(¢)(t) sein soll, fiir beliebige ¢ und ¢. Bitte sehr . ..

Wie ist das mit der Normierung? Fur Raume stetiger Funktionen gibt es so etwas wie eine Standardnorm,
die fur die meisten Zwecke gerade die richtige ist. Man nimmt die gréf3te Abweichung von der Null: ||7] :=
sup;cr |9(t)| (Statt sup wie ,Supremum® darf man sich meistens ,Maximum® denken. Ersparen wir uns den
feinen Unterschied.) Das passt ganz gut zu unserer Vorstellung: Der Unterschied zwischen zwei stetigen
Funktionen (|| — Z]|) wird gemessen an der Stelle, wo sie am meisten voneinander abweichen. Wenn eine
Folge von Funktionen ¢, gegen eine Funktion ¢ konvergieren soll, dann muss (ab einem gewissen ngy, das
tUbliche Konvergenzritual) der Abstand |y, (t) — ¢(t)| fur alle ¢ kleiner sein als e. (Dann und nur dann ist ndmlich
das Supremum der Abstande kleiner als e.)

Fir unsere Zwecke brauchen wir eine speziell angepasste Norm. Wenn namlich eine vorgebliche Lésung
unseres Anfangswertproblems nicht ganz genau stimmt, dann macht sich das in der Nahe unseres Anfangs-
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zeitpunkts ty nicht so besonders bemerkbar, aber spater dafiir umso doller. Das ist unvermeidlich: Schon wenn
man am Anfangswert ein bisschen wackelt, kann das Verhalten des Systems fiir grof3e Zeiten véllig anders
aussehen. Kleine Ursachen haben (méglicherweise) grof3e Wirkungen — aber erst nach einer Weile! Fir kleine
Zeiten gilt das Prinzip der stetigen Abh&angigkeit von den Daten, und das heif3t insbesondere: Kleine Ursachen
haben kleine Wirkungen. Damit man in dem grof3en Kuddelmuddel Giberhaupt noch etwas sehen kann, braucht
man eine kurzsichtige Norm, das heil3t eine, die fiir groRe Zeiten weniger genau hinkuckt als fiir kleine. Hier ist
sie:

|5 == sup e ()|
to<t<t

Wir dampfen also die Kapriolen, die 7 fiir groRe ¢ schlagen kénnte, mit dem Faktor e~ Z(t—*) Dabei ist L die
Lipschitzkonstante von f.

Und bezuglich dieser Norm soll F' eine Kontraktion sein? Rechnen wir’s aus. Wir miissen zeigen, dass || F(y) —

F(2)|| < a|y—Z]| miteinem noch zu bestimmenden « < 1. Dazu schauen wir erst nach, wie wir F'(¢)(¢t) —F(2)(t)
abschétzen kénnen:

|F@xw—F@xm=4[(ﬂam@»—ﬂaa@»mw
sz’u@@m»—fwﬁwnus

(wenn man den Betrag ins Integral reinzieht, wird es hdchstens gréRRer)

t
g/ L|g(s) — Z(s)|ds wegen der Lipschitzstetigkeit
t

0

S0, jetzt so einen Faktor reinfummeln, damit man die Sache mit unserer Exotennorm schreiben kann

t
_ / Lkt Lembe=t)s) — 5(s)| b ds
t

Lo
wenn man das Maximum Uber alle s von dem nimmt, was in der geschweiften Klammer steht, kommt

die Norm von g — Z'raus. Die ziehen wir ausm Integral raus, denn sie hangt nicht mehr von s ab:
t
<||g—2| [ Let~t)ds
to

= |5 — 2| (") —1)
Nach dieser Vorarbeit ist der Rest nicht mehr schwer:

IF@) — F(Z)| = sup e "T|R(G)(t) — F(2)(1)]

to<t<ty

<|lg—2Z| sup e El-to)(ehl=to) 1)
to<t<ty

=g -2l sup (1—e ")
to<t<ty

= [|§ — Zl|(1 — e~ Ht 1)

und fertig! F ist beziiglich der Exotennorm kontrahierend mit dem Faktor a = (1 —e~%(t1=%)) und der ist kleiner
als 1.

Eigentlich misste man jetzt noch beweisen, dass F' einen Funktionenraum in sich abbildet, und die Vollstan-
digkeit: dass ein Grenzwert stetiger Funktionen beziglich der kurzsichtigen Norm wieder eine stetige Funktion
ist. Diese Dreckarbeit muss zwar sein, aber wir ersparen sie uns hier.

Der Beweis ist Uibrigens konstruktiv (na ja, was die Mathematiker so konstruktiv nennen): Im Prinzip kann man
durch das lterationsverfahren, dessen Konvergenz den Beweis liefert, Anfangswertprobleme lésen. Im Prinzip
heil3t: wenn man das Integral in jedem Iterationsschritt explizit berechnen kann und wenn man den Grenzwert
der Funktionenfolge, die sich dabei ergibt, rauskriegt, dann hat man die Losung des Anfangswertproblems.
Wer mochte: y' = ay, y(0) = yo ist ein gutes Ubungsbeispiel. Wir wissen auch schon, was rauskommt. Als
Startpunkt der Iteration empfiehlt sich y; (t) = yo oder etwas &hnlich Einfaches. Viel Spaf3!
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Lésung von gewohnlichen Differentialgleichungen am Computer
(Sebastian Tivig)

Das Ziel: Zu unserem Leidwesen gibt es immer noch viele Differentialgleichungen, die zwar fir uns einen
sehr grof3en Wert haben, aber nicht durch eine geschlossene Formel l6sbar sind. Man kann die Lésung nur
annahern. Daflr ist es aber sehr wichtig, dass wir elektronische Hilfe haben, sprich den Computer. Bei den
Millionen von Rechnungen, die anfallen, um beispielsweise das R&auber-Beute-Modell (s. u.) zu simulieren,
brauchen wir so nicht mehr ein Leben lang per Hand zu rechnen, sondern erhalten die Ergebnisse in wenigen
Sekunden. Selbst komplizierte Modelle lassen sich so noch relativ leicht simulieren. Sehen wir uns nun einige
dieser Modelle genauer an.

Das R&uber-Beute-Modell:  Zwei Populationen leben alleine in einem geschlossenen, isolierten Okosystem.
Dabei ernahrt sich die Population y (sagen wir die Flichse) ausschlief3lich von der Population = (sagen wir den
Hasen). Wir wollen nun wissen, wie viele Hasen und wie viele Flichse in unserem System zu einem beliebigen
Zeitpunkt ¢ leben. Dabei gehen wir von folgenden drei Annahmen aus: Erstens vermehren sich die Hasen
proportional zu ihrer eigenen Anzahl, wenn es keine Fuchse gibt. Zweitens sterben die Fiichse aus, wenn es
keine Hasen gibt. Und drittens ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Fuchs einen Hasen trifft, um so gréRer,
je mehr es von diesen Tieren gibt, also proportional zur Gré3e der beiden Populationen z und y. In Formeln
gefasst bedeutet dies fir die Variation der Populationsgréf3en pro Zeitschritt:

dzx

— =ar — ax

dt 4
dy n

- = —c T
dt Y T YTy

Dabei bezeichnen wir hier mit a und ¢ die Wachstumsraten der beiden Populationen, mit « die Wahrscheinlich-
keit, dass bei einem Treffen von Fiichsen und Hasen der Fuchs auch tatséchlich den Hasen fri3t, und mit ~
dieselbe Wahrscheinlichkeit mal der Anzahl an Fiichsen, die ein Hase ernahren kann. Der Term az entspricht
dem natirlichen Zuwachs an Hasen, axy ist die Menge der von Flichsen gefressenen Hasen. —cy ist die
Abnahmerate (Geburtenrate minus Todesrate) der Flichse, wenn es keine Hasen gébe, und ~xy steht fur die
Anzahl der Fichse, die Hasen fressen kdnnen und dadurch Uberleben. Dieses Gleichungssystem ist nicht
explizit nach der Zeit 16sbar, sondern muf3 angenéahert werden. Nehmen wir daftr das Eulerverfahren, so
erhalten wir:

x(t+ At) = z(t) + At(ax(t) — ax(t)y(t))

y(t + At) = y(t) + At(—cy(t) + yz(t)y(t))

Anzahl
»

(Statt At haben die Vortragenden bisher h geschrieben.)
Dieses Modell wurde auch schon angewandt und in der
Realitat bestatigt. Ein Beispiel fir das Resultat, das uns
ein Computer gibt, sehen wir in nebenstehendem Bild, ;
wo die GroRe der beiden Populationen gegen die Zeit >
abgetragen ist. Zeit

Jedoch ist die Annahme, dass die Hasenpopulation proportional zu ihrer Gréf3e wachst, unrealistisch. Es
wirde sich ein exponentielles Wachstum ergeben, so dass die Gré3e der Population irgendwann explodieren
wurde: Ohne Fiichse wirden die Hasenanzahlen tiber jede Grenze wachsen. Um deshalb ndher an die Realitat
zu kommen, gehen wir lieber davon aus, dass sich die Populationen gemafld den Gesetzen des logistischen
Wachstum vermehren. Das heil3t, dass wir eine obere Populationsgrenze einfiihren, die Tragekapazitat
(carrying capacity) unseres Systems. Die Populationen werden sich nun asymptotisch dieser Grenze nahern.
Wir kdnnen so Faktoren wie z. B. eine begrenzte Weidekapazitéat fur die Hasen oder einen begrenzten
Lebensraum fiir die Fuchse simulieren. Modifizieren wir nun unser Rauber-Beute-Modell entsprechend, so
erhalten wir ein neues Gleichungssystem:

Fiichse

d
d—f =a(l - %)x —axy
d,
cTi = —cy +yry — py’
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Dabei ist K hier die
oben genannte Trag-
fahigkeit des Okosys-
tems fur die Hasen,
das heifl3t die Popula-
tionsgroRe die sich
in Abwesenheit der
Fiuchse als Gleichge-
wicht einstellen wir-
de. In dieser Situation
héatten wir x = K, da-
durch wirde dz/dt gleich null und z(¢) konstant werden. Mit p bezeichnen wir hier die Wahrscheinlichkeit,
dass es bei einem Treffen von zwei Fichsen zu einem Revierkampf kommt, bei dem einer der Fuchse
getotet wird. Was fur Ergebnisse wir aus diesen beiden Varianten bekommen, sieht man am besten in den
beiden Phasendiagrammen (oben und néchste Seite), wo wir die Hasenpopulation auf der xz-Achse gegen die
Fuchspopulation auf der y-Achse abgetragen haben. Gezeigt werden auf den Diagrammen zehn verschiedene

Kurven, bei denen

A nur die Startwerte
variieren, und zwar

um je 10 Einheiten

auf den beiden Ach-

sen. Das einfache
Modell (siehe oben)

ist periodisch und
kreist um den Gleich-

= gewichtspunkt, er-
reicht diesen aber nie.

Diese Periode kann

man berechnen, sie ist 2—2 In dem erweiterten Modell (oben) trifft dies nicht mehr zu. Alle Kurven streben

Vac
dem Gleichgewichtspunkt zu, erreichen diesen aber nicht mehr in endlicher Zeit.

Flichse

Hasen

Konkurrierende Spezies: Es gibt noch ein anderes Modell aus der Biologie, das einen gewissen Reiz hat.
Nehmen wir wieder an, dass wir ein geschlossenes, isoliertes Okosystem haben, in dem nur zwei Populationen z
und y (Karnickel und Hasen) leben. Diesmal aber gehen wir davon aus, dass sie sich um denselben Futtervorrat
streiten. Die oberste Vermehrungsgrenze ist hier bestimmt durch die Menge an Nahrung, die das Okosystem
liefern kann. Die beiden Populationen vermehren sich also nach den Gesetzen des logistischen Wachstums.
Gehen wir einmal davon aus, dass die Hasen s,z(t) Nahrung brauchen und die Karnickel s,y(t), wobei z(t)
die Anzahl der Hasen und y(¢) die Anzahl der Karnickel zum Zeitpunkt ¢ ist. Der gesamte Nahrungsverbrauch
ist also N(t) = syz(t) + syy(t). Er variiert mit der Anzahl der Hasen und der Karnickel. Daraus erhalten wir
dann das Gleichungssystem:

dr N(t)
W 0= 0

Hier sind « und b die Wachstumsraten der beiden Populationen, K, und K, sind ihre Bevolkerungsgrenzen.
Setzen wir nun N in das obige System ein, so erhalten wir:

dx szx(t) + syy(t)

= a1 - =R )
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Wollen wir nun dieses System mit dem Computer simulieren, so
missen wir zum Beispiel nur noch das Eulerverfahren einsetzen
und finden

t t

z(t + At) = z(t) + aAt( e

und

Y

y(t + At) = y(t) + bAE(

Im Bild rechts sehen wir die Grol3e der beiden Populationen gege
n die Zeit aufgetragen. Man sieht, dass die eine Population
ausstirbt und sich die andere asymptotisch der maximalen
Bevolkerungszahl nahert. Diese Tatsache, dass immer nur eine
der beiden Populationen tUberleben kann, ist als Exklusionsprinzip
von Volterra bekannt.

Das Modellieren: Verglichen mit obigen einfachen Modellen sind echte Okosysteme hoffnungslos kompliziert.
Allenfalls auf einsamen Inseln kann man noch ein solches Verhalten annahernd finden. Trotz allem sind die
theoretisch beschriebenen Effekte auch in komplizierten Situationen wirksam, wie das Rauber-Beute-Modell
gezeigt hat. Die einfache Variante davon wurde experimentell bestétigt. Das zeigt, dass wir durchaus berechtigt
sind zu vereinfachen, man muf3 nur wissen, wo man dies machen kann, ohne die Realitatsndhe des Modells zu
beeintrachtigen. Auch kann es passieren, dass ein Modell, das sehr gut erscheint, sich als ungenauer erweist
als eine Vereinfachung desselben. Die beiden Varianten des Rauber-Beute-Modells sind ein gutes Beispiel

dafr.
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Stromungen berechnen mit dem Computer

Funktionen von mehreren Veranderlichen
(Natalja Deng)

Unter einer Funktion von zwei unabhangigen Verénderlichen versteht man eine Vorschrift, die jedem geordneten
Zahlenpaar (z,y) aus einer Menge D genau ein Element aus einer Menge W zuordnet:

fi(zy) 2

oder

z = f(xvy)'

Analog gelangt man zu Funktionen von n unabhangigen Veranderlichen:

y:f(x171.27x37"'7xn)

Eine Funktion von zwei unabhéngigen Veranderlichen lasst sich als Flache im 3-dimensionalen Raum deuten;
der Funktionswert besitzt dann die Bedeutung einer Hohenkoordinate und der Definitionsbereich die eines
Gebietes in der (z,y)-Ebene. Eine andere Darstellung ist das Hohenliniendiagramm. Hierbei werden alle
L,Linien gleicher Hohe" (das heilt gleichen f-Wertes) in die (z, y)-Ebene projiziert.

Partielle Ableitungen

(Die folgenden Beziehungen gelten entsprechend fir Funktionen von mehr als zwei Veranderlichen; nur die
geometrische Veranschaulichung entféllt.) Unter der ersten partiellen Ableitung einer Funktion f(z,y) = 2
versteht man den Grenzwert:

L 0: [t dny) - foy)
fal@,y) = or Alalvlgo Az

Die partielle Ableitung nach y wird entsprechend definiert. Geometrisch bedeuten die partiellen Ableitungen
den Anstieg der Flachentangente in der jeweiligen Koordinatenrichtung. Man kann sich dabei vorstellen, dass
eine Ebene y = const. mit der Funktionsflache zum Schnitt gebracht wird. Mit dieser Veranschaulichung im
Einklang steht die Technik des partiellen Differenzierens: In der Funktionsgleichung werden alle Variablen bis
auf die, nach der differenziert wird, als konstant angesehen. Dann werden die bekannten Ableitungsregeln
fur ,gewodhnliche" Funktionen angewendet. Die partiellen Differentialoperatoren % und a% erzeugen aus einer
Funktion durch ihr ,Einwirken* die partiellen Ableitungen:

a%[f(xvy)] = fm(xvy); (%[f(x,y)] = fu(m>y)

Werden die partiellen Ableitungen erster Ordnung, die ja wieder Funktionen von z und y sind, wiederum partiell
differenziert, so entstehen hdhere partielle Ableitungen, z. B.

0 0 0? 0
%(a_i(xvy)) = 8—1]20(1;’1/) = fmz(xvy)§ a_y

(G0 w0) = ool 5 (5 00) = Fya(i0)

Dabei darf die Reihenfolge der gemischten partiellen Ableitungen in den meisten Féllen vertauscht werden,
namlich genau dann, wenn die Funktion und ihre partiellen Ableitungen stetig sind.

An die Stelle der Kurventangente bei Funktionen einer Veranderlichen tritt bei Funktionen mehrerer Verander-
licher die Tangentialebene in einem Punkt (z,y). Sie beriihrt die Funktionsflache in diesem Punkt und enthélt
samtliche in diesem Punkt an die Flache angelegten Tangenten. Der Zuwachs der Hohenkoordinate entlang
der Tangentialebene wird beschrieben durch das vollstandige oder totale Differential

das, wie bei gewdhnlichen Funktionen, bei kleinem Zuwachs in den unabhéngigen Veréanderlichen eine gute
Naherung fur Az, die Anderung des Funktionswertes, darstellt.
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Ableitung zusammengesetzter Funktionen

Wenn in z = f(z,y) die Variablen = und y selbst Funktionen von Parametern r und s sind, so dass z =

f(x(r, s),y(r, s)), dann gilt
0z 0z@ %@

E_£8r+3y8r

und
0z 0z 0w 82’@

9s 9z 0s Oy 0s

Hangen speziell x und y nur von einem Parameter r ab, so gilt

0: _02dr  0zdy
or  Oxdr = Oydr

Entsprechendes gilt fir Funktionen mit mehr Veranderlichen und/oder mehr Parametern.

Gerade d's schreibt man, wenn es — in dem jeweiligen Kontext — nur eine einzige unabhangige Variable gibt;
krumme sind in dem Falle nicht falsch. Aber krumme muss man schreiben, wenn es mehr als eine unabhangige
Variable gibt. Das ist eine Vorsichtsmaflinahme gegen die Schlampigkeit der Physiker! Wenn die sowas wie
%% sehen, dann kirzen die hastdunichtgesehen mit dz. Den Mathematiker schaudert’s, aber in dem Fall
kommt sogar das Richtige raus (Kettenregel). In Fallen wie dem obigen dagegen wére das Kirzen genau
falsch. Das krumme Schwénzchen vom 9 ist also ein Widerhaken, der das 9 daran hindern soll, aus Versehen

durch den Bruchstrich zu flutschen.

Vektoren

\éektoren werden auf unterschiedliche Arten dargestellt. Wenn A, A; und Az die Komponenten eines Vektors
A'in z-, y-, z-Richtung sind, so ist

Es gilt
A+ B=(Ay+ By1,As+ By, A3 + Bs)

mA = (mAy, mAs, mAs)

Lange oder Betrag: |A| = /A2 + A2 + A2

Man kann einen Vektor also als Zeilen- oder als Spaltenvektor schreiben. Im Zusammenhang mit Matrizen
(siehe den Beitrag von Christian Moldenhauer) muss man der Korrektheit halber die Spaltenschreibweise
verwenden.

Das Skalarprodukt von zwei Vektoren ist definiert als A.B = AyBy+ A3Bs+ A3 Bs. Es gilt A.B = |fﬂ . |§\ -cos a,
wobei « der Zwischenwinkel der von Pfeilen reprasentierten Vektoren ist. Das Skalarprodukt ist kommutativ.
Ist das Skalarprodukt von zwei Vektoren null, und ist keiner von ihnen der Nullvektor, so stehen sie senkrecht
aufeinander.

Eine Funktion, die jedem n-Tupel (z1, s, ...,z,) €ine Zahl zuordnet, heil3t skalare Funktion (von dieser Art
waren alle Funktionen, die wir bisher betrachtet haben). Eine skalare Funktion ®(z, y, z), die jedem Raumpunkt
(z,y, z) eine Zahl (z. B. Temperatur) zuordnet, hei3t ein skalares Feld. Entsprechend heif3t eine Funktion, die
jedem Raumpunkt mehr als eine Zahl (sprich: einen Vektor) zuordnet, ein Vektorfeld. Typische Beispiele sind
Kraftfelder oder Magnetfelder (Vektor der magnetischen Feldstarke).

Der Nabla-Operator ist definiert als
9
%z
V=13
9
oz

Er ist ein Differentialoperator, der formal wie ein Vektor behandelt wird. Mit ihm definiert man den Gradienten

eines skalaren Feldes ®(z,y, 2):
%
5%
Vo =grad® = | 3,
2%
0z
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Der Gradient von @ ist also der Vektor, der die partiellen Ableitungen von & als Komponenten hat, und definiert
ein Vektorfeld. Der Gradient zeigt in jedem Punkt in Richtung des steilsten Anstieges und steht senkrecht auf
einer Hohenlinie.

Ist V(z,y, z) eine vektorwertige Funktion, so definiert man

N
V- V=divV = o ay ER

als die Divergenz von V. Ein Beispiel fur die Divergenz eines Vektorfeldes findet sich in den Maxwell’'schen
Gleichungen: die Ladungsdichte ist die Divergenz des elektrischen Feldes.

2 92
+os

2 _ = -
A=V C0x2  Oy? 022

wird Laplace’scher Operator genannt.

Mehrdimensionale Integration

Die Herleitung des Zweifachintegrals erfolgt analog zu der des einfachen bestimmten Integrals. Anstelle der
Berechnung eines Flacheninhaltes tritt die eines Volumens, die Teilintervalle werden zu Teilgebieten AA;. Man
erhalt

[[1@wia= 1w 3" feemaa.

AAR—0 k=1

Die Berechnung eines solchen Doppelintegrals erfolgt in zwei gewdhnlichen Integrationsschritten. Wenn etwa
die Flache A, Uber die integriert werden soll, gleich dem Gebiet zwischen den Graphen zweier Funktionen
fu(x) (unten) und f,(x) (oben) ist, berechnet man

f(z,y)dA = ’ e fz,y)dydz.
U

Im ersten Schritt (Auswertung des inneren Integrals) wird x als konstant angesehen und nach y integriert. Da
die Integrationsgrenzen variabel sind, erhélt man als Ergebnis eine von z abhéngige Funktion. Diese wird im
zweiten Schritt in den Grenzen von a bis b nach x integriert. Die Definition von mehrdimensionalen Integralen
erfolgt entsprechend; ebenso ihre Berechnung durch mehrere gewdhnliche Integrationen.

Literatur: wie in Nataljas erstem Beitrag

Partielle Differentialgleichungen
(Petra Kersting)

Partielle Differentialgleichungen:

Das sind Gleichungen, in denen die gesuchten Funktionen » von mehr als einer Variablen abhéngen und
partielle Ableitungen auftreten. Die Ordnung einer partiellen Differentialgleichung gibt die hdchste darin
vorkommende (partielle) Ableitung an. Bei einer linearen partiellen Differentialgleichung treten die Funktionen
und ihre Ableitungen linear auf (mit Koeffizienten, die nur von den unabhéngigen Veranderlichen z, zo, ..., z,
abhangen).

Beispiel: a1uzy + astyy + asuyy + asuy + asuy +agu+ar =0 mitag = ag(z,y)

Den Hauptteil einer partiellen Differentialgleichung stellen die Terme dar, die die héchste Ableitung enthalten.
In einer quasilinearen partiellen Differentialgleichung ist der Hauptteil linear.

Beispiele von partiellen Differentialgleichungen

Die meisten fur die Anwendungen interessanten partiellen Differentialgleichungen sind von zweiter Ordnung
und quasilinear. Es gibt im Wesentlichen drei verschiedene Typen; von ihnen stelle ich jeweils den einfachsten
(und charakteristischsten) Vertreter vor.
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Elliptische Differentialgleichungen: die Poissongleichung

Pulzy)  Oulzy)
Ox? Oy?
Dabei sei R ein Gebiet in der (x, y)-Ebene mit dem Rand S. Randbedingung: u(z,y) = g(z,y) auf S (Dirichlet-
Randbedingung).

:f(xay)7 (amy)ER

Zum Beispiel ist u die (unbekannte) Temperatur einer Membran, Stahlplatte o. &.; g ist die bekannte Temperatur
am Rand der Platte und f eine Uber das Gebiet verteilte Warmequelle. Die Losung der Gleichung ist der
Gleichgewichtszustand des Systems; sie ist eindeutig bestimmt.

Hyperbolische Differentialgleichungen: die Wellengleichung

a?0%u(z,t)  O%u(w,t)
ox? o ot2
mit den Anfangsbedingungen u(z,0) = f(z) (Anfangslage zum Zeitpunkt ¢t = 0), w = g(z) (Anfangs-
geschwindigkeit) und den Randbedingungen «(0,t) = g1(t) = 0 und u(l,t) = g2(¢) = 0.

firo<zxz<l;0<t

Zum Beispiel ist u(z, t) die Auslenkung eines elastischen Bandes der Lange [, das bei z = 0 und = = [ zwischen
zwei Halterungen eingespannt ist. (Dampfung wird vernachlassigt.)

Parabolische Differentialgleichungen: die Warmeleitungsgleichung

ou(x,t)  ?0%u(x,t)
_ = >
ot 922 0, z€[0,l], t>R (1)
mit den Anfangsbedingungen u(z,0) = f(z), = € [0,!] und den Randbedingungen «(0,¢) = g1 und u(l,t) = g2
fur alle ¢.

Die Gleichung beschreibt zum Beispiel die Warmeleitung in einem Stab der Lange [, der in jedem Querschnitts-
element eine einheitliche Temperatur aufweist. Der Stab ist an seinen Seitenflachen vollsténdig isoliert. Die
Konstante « lasst sich Uiber die warmeleitenden Eigenschaften des Stab-Materials bestimmen. Dabei ist u(x, t)
die Temperatur an dem Ort z zur Zeit ¢t. Die Anfangsbedingung stellt hier die anfangliche Temperaturverteilungin
dem Stab dar. Die Randbedingungen legen fest, dass die Enden bei den konstanten Temperaturen «(0,¢) = ¢1
und u(l,t) = g» gehalten werden.

Bestimmen der Ldsung der Warmeleitungsgleichung

Wir beschréanken uns auf den einfacheren Fall, dass die Randbedingungen «(0,t) = u(1,¢) = 0 sind. Man kann
den Separationsansatz u(z,t) = v(z) - w(t) verwenden, d. h. man sucht eine spezielle Ldsung, die sich in ein
Produkt von Funktionen zerlegen lasst, die nicht von allen unabhéngigen Variablen abh&ngen. Durch Einsetzen
in die Warmeleitungsgleichung ergibt sich v(z) - w'(t) — a2 -v"(z) - w(t) = 0 <= v(z) - w'(t) = a2 -v"(x) - w(t).

Unter der Voraussetzung: v(z) # 0 und w(t) # 0 erhélt man

w'(t)  ao? 0" (2)

Da die linke Seite von z und die rechte Seite von ¢ unabhangig, beide Seiten allerdings gleich sind, missen
beide Seiten gleich einer Konstanten C sein:

w'(t) a? v (z)
wit) ~ C und @ C
W/(t) = C () 2)
a? v (x) = C -v(x) (3)

Es liegen nun zwei gewdhnliche Differentialgleichungen vor.

Gleichung (2) l16sen wir, wie Christoph Grothaus uns das vorgemacht hat. Es kommt heraus
w(t)=e“t. Oy . (4)
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Fir die Gleichung (3) machen wir den Ansatz v(x) = e** und erhalten v'(x)
Durch Einsetzen von v”(z) und v(z) in die Gleichung (3) erhalten wir \? . e*

A =4/5% und Xy = —X\; = —/ 5. Im Folgenden schreibe ich der Einfachheit zuliebe X statt \;.

A-eMund v (z) = A2 et
= £ . ¢*® mit den Losungen

x

Nach dem Superpositionsprinzip ist die Summe zweier Lésungen wiederum eine Lésung der Gleichung,
so dass nun folgender allgemeiner Ansatz fiir die Lésung der Gleichung (3) gewdhlt werden kann: v(z) =
c1-eMT 4 ¢y - e, Durch Einsetzen in den Separationsansatz ergibt sich u(z,t) = (c1 - e + ¢z - e M) - w ().

Durch Einarbeiten der Rand- und Anfangsbedingungen «(0,¢) = 0 und u(1,¢) = 0 lassen sich die Konstanten
bestimmen: u(0,¢) = (¢1 + ¢2) - w(t) =0 = ¢1 + co = 0, denn w(t) # 0, ¢1 = —co; u(1,t) = v(l) - w(t) =0 =
—ca(ed —e ) =0=e* = e, denn ¢y # 0 (der Fall c; = 0 ist langweilig) = ¢2* = 1.

Jetzt missen wir die Formel ¢"'? = cos(¢) + i - sin(¢) einsetzen. e** = 1 kann nur sein, wenn X imaginar ist. Ich
schreibe A = ia mit reellem a. Darum gilt 1 = e2* = €2/ = cos(2a) + isin(2a). Dann muss 2a = 2k7 Mitk € Z
(ganze Zahlen) sein.

Alles zusammen eingesetzt ergibt C = k?7%i2a? = —k*72a? und v(x) = —cy - (eF™% — e7F™i) = ¢y . (ef0® —
e~%) = —¢y - 2isinax = c(k) - sin(kmwx) (es sind unendlich viele Losungen, da k € Z beliebig ist).

Wie passt man die Vielfalt von Losungen an die Anfangsbedingung an? Jede (einigermalRen anstandige)
Funktion f laf3t sich in eine Fourierreihe entwickeln:

flz) = Zak -sin(krx) mit ap € R
k=0
Man erhélt nun endlich die L6sung der Warmeleitungsgleichung (1):
u(z,t) =v(z) - w(t) = Zak -sin(kmx) - g=himialt
k=0

Die Integrationskonstante C; aus Gleichung (4) stellt sich als entbehrlich heraus. Die a;, erledigen die Sache
mit dem konstanten Faktor schon.

Energieintegral — Nachweis der Eindeutigkeit

Um zu zeigen, dass diese Losung eindeutig ist, nimmt man an, es gebe zwei verschiedene Lésungen uy (z,t)
und us(z, t). Ziel ist es dabei, zu zeigen, dass die Differenz u; — us = 0 ist, denn daraus wiirde folgen: u; = us.

Weil u; Losung ist, gilt u1; — a?uy,., = 0 mit den Bedingungen u;(0,t) = g1,u1(1,t) = g2,u1(z,0) = f(x),
entsprechend muss gelten: us; — a?us,, = 0 mit den selben Bedingungen. Man definiert: w(z,t) := uy(z,t) —
us(x, t). Durch Subtrahieren der beiden angenommenen Lésungen erhélt man :

2 2 2
Ut — O Uigy — Ut + O Ugy = Up — O Uz =0 (5)

mit den Bedingungen: «(0,t) = 0,u(1,t) = 0,u(x,0) = 0. Daraus soll folgen: u(z, t) = 0 fur alle z und t.
Ich multipliziere (5) mit u, forme um und erhalte w,u = o?ug,u, integriere von 0 bis 1: fol wudr = o fol Uy UdX
1 11.2

Die linke Seite ist = fol %%dm = % fo “s-dx (wir durfen Differentiation und Integration vertauschen).

1
Auf die rechte Seite wenden wir partielle Integration an: o fol Ugzudr = o (ugu) ‘0 —a? fol uldr = —a? fol u2dr,
1
denn (uxu)‘o =0, da u(0,¢) = u(1,t) = 0.

Nun fasse ich alles zusammen:

1
1) = / W2 (z, 1) dz (a)
0
ist immer > 0, denn der Integrand 2 ist > 0.
d 1 !
() = 2—/ L2, t)de = —2a2/ 2 (z, t)dz < 0 ()
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denn der Integrand «2 ist > 0, und

1(0) = /0 u?(2,0)dr =0, (¢)

weil der Anfangswert = 0 ist.

Also: I ist anfangs 0 (c), ist stets > 0 (a) und kann héchstens weniger werden (b). Also muss I = 0 sein. Dann
muss auch w fur alle ¢ und = = 0 sein, sonst wiirde 2 einen Beitrag zu dem Integral liefern.

Bei einem Schwingungsproblem ist fol u2dx die gesamte potentielle Energie des Zustandes. Daher kommt der
Name Energieintegral.

Literaturangaben:
J. Douglas Faires, Richard L. Burden: Numerische Methoden. Spektrum Akademischer Verlag 1994, S. 474ff.
Wieland Richter: Partielle Differentialgleichungen. Spektrum Akademischer Verlag 1995, S. 61f., 147f.

Finite-Differenzen-Verfahren zum Ldsen partieller Differentialgleichungen
(J6rn-Thorsten PaRmann)

Elliptische Gleichungen

Gegeben sei eine elliptische Differentialgleichung, die sogenannte Poisson-Gleichung. Sie hat die Form
0%u 0%u
@(x,y) + 6—y2($,y) = f(z,y)

und sei definiert auf einem rechteckigen Gebiet
R={(z,y)la<z<be<y<d}
mit der Randbedingung (S bezeichnet den Rand des Gebietes)

u(z,y) =g(x,y) fir(z,y)es.

Die Differentialgleichung allein ist nicht eindeutig l6sbar; fur ein komplettes Problem miissen Rand- und/oder
Anfangswertbedingungen hinzukommen. Das hier gegebene Problem ist eindeutig I6sbar, sofern f und g auf
ihrem Definitionsbereich stetig sind.

Ein Beispiel fur ein physikalisches Problem, das durch diese Gleichung beschrieben wird, ist die stationére
Temperaturverteilung in einer diinnen rechteckigen Metallplatte. Die Platte wird durch die z-Koordinaten a und
b nach links und rechts und die y-Koordinaten ¢ und d nach unten und oben begrenzt. In diesem Fall gilt
f(z,y) = 0 (keine &uRBere Warmequelle), was die Gleichung zur sogenannten Laplace-Gleichung vereinfacht.
g ist eine bekannte Funktion, die die Temperaturen beschreibt, die am Rand herrschen. u(z, y) ist die gesuchte
Temperatur an einer bestimmten Stelle der Platte.

Ziel soll sein, eine Poisson-Gleichung numerisch zu lésen, d. h. die Werte der Funktion » an mdglichst dicht
verteilten diskreten Punkten ndherungsweise zu berechnen.

Diese Punkte werden z. B. ausgewabhlt, indem das Gebiet R mit einem Netz tberzogen wird. Man legt eine
Anzahl n von Zerlegungen in z-Richtung und m in y-Richtung fest und definiert die Schrittweiten h := Z"T“ und
k.= %. Sodann zieht man horizontale und vertikale Gitternetzlinien durch die Gitterpunkte (z;,y;) mit z; :=
a+thund y; :=c+ jk.

Es sollen nun die Werte u(z;, y,) durch die Werte von v in umliegenden Punkten ndherungsweise ausgedriickt
werden. Dadurch entsteht ein Gleichungssystem mit den Werten in den Gitterpunkten als Unbekannten. Setzt
man die Rand- beziehungsweise Anfangswerte ein, kann man es Iésen und erhalt Naherungen der gesuchten
Funktionswerte in allen Gitterpunkten.

Dazu werden zunéchst die zweiten partiellen Ableitungen an der Stelle (z;,y;) mit Hilfe der Taylor-Reihe
durch die Werte und Ableitungen von u in (z;, y;) und umliegenden Punkten ausgedriickt. Die zweite partielle
Ableitung nach z ergibt sich folgendermal3en:

h Ou h? 0%u h? 93u h* 0*u (1) (D)
w(wig1,yy) = u(i, y;) + ﬁ%(mhyj) + E@(xnyj) + g@(%,yj) + Z@(Q Y;) MItE € [mg, 2441]
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und

h Ou h? 9% h? 93u h* 0%y .
u(wi—1,y;) = w(wi, y;) — ﬂ%(%‘,yj) + g@(%‘,yj) - g@(xmyj) + I@(Q@)’yﬂ mit 51(2) € [@i—1, ;]

Die Gleichungen addiert man und fasst die Restglieder mit O(h*) zusammen:

2h2 924 4
wW(Tir1,Y5) + w(@i—1,y;5) = 2u(x;, y;) + ?ﬁ(fﬂi,%‘) +O(h")
0%u u(zi—1,y;) — 2u(zs, y;) + w(xipr1, y;

o @(xhyj) _ ( 1 J) (h2 J) ( +1 J) 70(]12) (1)

Entsprechend ergibt sich fur die zweite partielle Ableitung nach y

d*u u(wi, yj—1) — 2u(ws, y5) + w(xi, yj1)

a—yg(l’i,yj) = 12 —O(k?) .

Einsetzen in die Poisson-Gleichung fuhrt zu

w(Ti—1,Yj) — QU(Q;LZ yj) + u(Tiy1,y5) n w(@i, yj—1) — 2“(-21‘27 yj) + u(i, yjv1) = Fleiy) + O(h2 I kz2)

AnschlieBend wird die Formel diskretisiert, d. h. fiir die korrekten Werte u(x;, y;) werden die approximierten
(genaherten) Werte w;; eingesetzt, und das Restglied wird vernachlassigt. Das fiihrt zur zentralen Differenzen-
methode mit der Formel

(OR

Der durch das Vernachlassigen des Restgliedes entstandene Fehler liegt in der GréRenordnung von »2 und k2
und kann durch kleine Schrittweiten klein gehalten werden.

h 2
wij = (Wit1,j twi-1) — (E) (i1 +wij—1) = —h*f(2i,y;) -

Es empfiehlt sich, jetzt die inneren Gitterpunkte (x;,y,) von links nach rechts und von oben nach unten
durchzunummerieren, ebenso wie ihre genédherten Funktionswerte: P, = (1, y,,—1) mMit dem Naherungswert
w1, Po» = (z2,ym—1) Mit we und so weiter. Nach der zentralen Differenzenmethode lasst sich fur jeden Punkt
eine Gleichung aufstellen, die den Wert w durch die umliegenden Werte ausdriickt. Durch Einsetzen der
Randbedingungen erhélt man ein Gleichungssystem, in dem nur die inneren Gitterpunkte als Unbekannte
vorkommen. In diese Gleichungen werden auch alle dem Wert nicht benachbarten Werte eingefugt und mit
dem Koeffizienten 0 versehen, so dass das Gleichungssystem so viele Gleichungen und so viele Variablen
enthalt, wie es innere Gitterpunkte gibt. Das so entstandene Gleichungssystem lasst sich als Matrix schreiben
und kann schlie3lich z. B. mit einem der Verfahren, die Christian Moldenhauer in seinem Beitrag darstellt,
aufgelost werden.

Parabolische Gleichungen

Aufsteigendes Differenzenverfahren
Bei der sogenannten Warme- oder Diffusionsgleichung handelt es sich um eine parabolische Gleichung. Sie
hat die Form

ou 5 0%u .
- = a2 = f
ﬁt(x’t) a 8932(:5,1&) ir0<z<lundt>0

mit den Anfangs- und Randbedingungen:
u(0,t) =wu(l,t) =0furt>0und u(z,0) = f(z) fur 0 < z <1
Zur numerischen Lésung dieses Problems wird prinzipiell genauso wie im vorigen Abschnitt beschrieben

vorgegangen. Die Naherungsldsung fir % (Gleichung (1)) kann (ersetze y durch t) Ubernommen und in die
Warmegleichung eingesetzt werden.

Die Taylorreihe von v um (z;,t;)

k Ou k2 9% .
u(zi,tjr1) = u(wi, ) + ﬁg(%tj) + 5@(%%) mit p1; € [t;,t41] 2
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lasst sich nach der ersten partiellen Ableitung nach ¢ auflésen:

ou w(w;,tivr) —u(wg, t; k 0%u
E(xﬂt_j) _ ( J+1)k ( J) _ §W(xu,uj) (3)

Einsetzen dieses Terms in die Warmegleichung und Diskretisieren fihren zum aufsteigenden Differenzen-

verfahren

Wijhl = Wij Wity — Wi FWic1;

5 k
Swigr = (1= =5 Jwig +a g Wiy +wieg) -

Es handelt sich hierbei um ein explizites Verfahren, da aus den flr den ersten Zeitschritt durch die Anfangswert-
bedingung gegebenen Werten direkt die Werte fir den nachsten Zeitschritt berechnet werden kénnen und so
weiter. Daher erfordert das Verfahren kein rechenintensives Lésen eines Gleichungssystems.

Die Nachteile liegen zum einen in der Fehlerordnung: Wegen des k im Restglied hangt die Gré3enordnung von
h? und k ab, was einen sehr kleinen Zeitschritt erfordert, will man hinreichend genaue Ergebnisse erhalten.
Zum anderen gilt es, das Stabilitatskriterium oﬂ% < 1 zu erfilllen, da sich ansonsten véllig fehlerhafte und
unbrauchbare Werte ergeben.

Absteigendes Differenzenverfahren
In Gleichung (3) wird %—g(mi,tj) mit Hilfe von w(x;,t;41), dem Funktionswert im folgenden Zeitschritt, aus-
gedruckt. Berechnet man die erste partielle Ableitung nach der Zeit jedoch unter Verwendung des Wertes im

vorangehenden Zeitschritt, u(z;, t;), so erhélt man statt der Gleichung (3) folgenden Ausdruck:

ou u(xi, ti) —u(x;,ti— k 0%u .
o (@inty) = (@i, 1) k( ! 1)+§ﬁ(mi,ug‘) mit 15 € (tj—1,t;) (4)

Setzt man dies statt (3) in die Warmegleichung ein, so erhalt man nach Diskretisieren das absteigende

Differenzenverfahren
Wij — Wij—1 _ oWitlj — 2Wij + Wi,

k h?
Es hat ebenfalls den Fehler O(h? + k), weist jedoch nicht die Stabilitatsprobleme des aufsteigenden Verfahrens
auf. Da es ein implizites Verfahren ist, fihrt es zu einem Gleichungssystem, das geldst werden muss.

=0

Methode von Crank-Nicolson
Durch Addieren der Gleichungen des aufsteigenden Verfahrens im Schritt j,

Wil = Wij _ aWitlj — 2Wij + Wi,
k ' h?
und des absteigenden Verfahrens im Schritt j + 1,

= O N

Wijhl = Wij _ oWitljt1 — 2Wij41 T Wio141
k h?
entsteht die Gleichung der Methode von Crank-Nicolson:

= 0 N

2
Wij4l —Wij 7 [ Wig1j — 2w Fwim1j | Wikl,j4+1 — 2Wi 41+ Wis1 541
k 2 h? h?

Da die Restglieder der Gleichungen (3) und (4) in etwa den gleichen Betrag, aber unterschiedliche Vorzeichen
besitzen, heben sie sich gegenseitig auf. Folglich weist dieses Verfahren den giinstigen Fehler O(h? + k2) auf.

Wie ist das? Das aufsteigende Verfahren setzt das (diskretisierte) u,, von heute (Zeitschritt j) in Beziehung
mit der Differenz zwischen morgen (Zeitschritt j + 1) und heute. Das absteigende Verfahren setzt das u,, von
morgen in Beziehung mit der Differenz zwischen morgen und heute. Gehort die Differenz zwischen morgen
und heute eher zu morgen oder zu heute? Na ja, sie gehért zu beiden Zeitpunkten gleich schlecht, namlich
mit dem Fehler O(k). Nur: Daran kdnnen wir nichts tun. Wenn wir u, diskretisieren wollen und haben nur
die Werte von « in den Zeitpunkten ¢; und ¢;,, zur Verfligung, gibt es keine bessere Naherung als den
Differenzenquotienten. Interessant ist es, die Frage andersrum zu stellen: Fur welchen Zeitpunkt ¢ liefert der
Differenzenquotient (u(t;11) — u(t;))/k die beste Naherung an w,(t)? Antwort: fur den Zeitpunkt genau in der
Mitte, ¢t = (t; +t;41)/2, ,heute um Mitternacht‘. Dann namlich lappern sich in der Taylorreihe die Glieder erster
Ordnung genau weg, und es bleibt ein Fehler zweiter Ordnung Ubrig. Wenn das so ist, missen wir natdrlich
auch das genaherte u,, heute um Mitternacht auswerten. Wie macht man das, mit den Gitterpunkten, die wir
zur Verfugung haben? Man nimmt den Mittelwert zwischen heute und morgen — was sonst? Und siehe da — es
entsteht das Verfahren von Crank-Nicolson.

Literatur: J. Douglas Faires, Richard L. Burden, Numerische Methoden, Spektrum Akademischer Verlag 1994
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Finite Elemente
(Arne Schneck)

Finite-Elemente-Methoden (FEM) sind eine Mdglichkeit, gewthnliche und insbesondere partielle Differential-
gleichungen numerisch zu lI6sen. Anders als beispielsweise bei den Finite-Differenzen-Methoden (FDM) wird
jedoch nicht von der Differentialgleichung selbst ausgegangen. Fir den FEM-Ansatz muss die Differentialglei-
chung vielmehr zunachst umgeformt werden in ein sogenanntes Variationsproblem.

Unter einem Variationsproblem versteht man die Aufgabe, die Funktion zu finden, die einen bestimmten
Ausdruck extremal werden lasst. Anschaulich kann man zum Beispiel den Gleichgewichtszustand einer
Konstruktion wie etwa eines Gebaudedachs auf zwei Arten beschreiben. Bei einer Differentialgleichung
betrachtet man alle Kréfte, die auf einen Punkt wirken. Wenn die Gleichgewichtskonfiguration erreicht ist,
muss die Summe aller Krafte gleich Null sein, andernfalls wiirde sich die Struktur bewegen. Man kann
diesen Zustand aber auch anders ausdriicken, und zwar als Variationsaufgabe (,Energiefunktional*); Der
Gleichgewichtszustand ist erreicht, wenn in der Struktur die minimale potentielle Energie steckt; tiberschissige
Energie wirde sich zum Beispiel in Bewegung verwandeln (die vielleicht zum Einsturz des Gebéaudes fuhren
konnte).

Mathematisch betrachtet ist es relativ einfach, ein vorgegebenes Variationsproblem in eine Differentialgleichung
umzuformen. Der umgekehrte Weg, zu einer vorhandenen Differentialgleichung das entsprechende Variations-
problem zu finden, gestaltet sich jedoch aul3erst schwierig. Hier soll daher nur an einem Beispiel gezeigt werden,
wie man von einem Variationsproblem auf die entsprechende Differentialgleichung kommt.

Betrachten wir dazu die folgende gewohnliche Differentialgleichung mit Randbedingungen:

0@ ) + 4@ y@) = 1@). w0 = (1) =0 )

das sogenannte Sturm-Liouville-Problem. Im Folgenden soll gezeigt werden, dass das Minimum u des
Funktionals

1 = [ (Mol @ + @@ - 26 @ulo) ) do 2)

die Differentialgleichung (1) l6st. Wenn w ein solches Minimum ist, dann muss fur beliebige Funktionen ¢(x)
(die die Randbedingugen erfiillen und einmal stetig differenzierbar sind) gelten: I'lu] < Ifu + e¢], mit e € R.
Nimmt man « und ¢ als feste Funktionen, bleibt nur noch ¢ als freie Verénderliche tGbrig. Wenn I[u + e¢] minimal
sein soll, muss seine Ableitung an der Stelle ¢ = 0 gleich null sein. Dies fuhrt auf

0= %I[u(w) +e- p(z)] ‘
- % 01 (p(:v) (U'(a:) + e¢’(z))2+q(x) (U(I) + €¢(I))2_2f(m) (u(x) * Eé(x») e )

e=0

e=0

— /01 <2p(x) (u'(:c) + ecb'(cc)) ¢ () + 2q(z) (u(x) + eqs(a;)) - p(x) — 2f(x)¢(x)) d

e=0

= Al (p(x)U’(x)¢'($) +q(@)u(z)p(r) — f(l’)cb(x)) dx

*fol( (z)'(2)) ¢(x) dz und [p(x )U'(m)'QS(I)](l):O(da

Wegen [ (p(e)u/(2)) - ¢/ (z) de = [p(e)d/(z) - d(x)],
= ¢(1) = 0 ist) ergibt sich

o(x) die Randbedlngungen erflllt und somit ¢(0)

/01 (‘ (p(l‘)ul(fv))/ + q(z)u(z) — f(q;)) p(x)de =0

fur beliebige Funktionen ¢(z), welche die Randbedingungen erfullen. Damit das Integral aber fir alle ¢(x)
gleich Null ist, muss —(p(x)u’(x))/ +q(z)u(z) — f(x) = 0 sein. Damit ist also bewiesen, dass die Funktion u(z),
die (2) minimiert, genau die Gleichung (1) I6st. Andersrum stimmt es nicht unbedingt. Minimum und Nullstelle
der ersten Ableitung sind schon bei gewdhnlichen Funktionen nicht dasselbe, und bei solch komplizierten
Funktionalen erst recht nicht. Aber meistens interessiert man sich unter den moglicherweise vielen Losungen
von (1) genau fir die, die (2) minimiert — weil namlich das urspriingliche Problem auf Minimierung einer
potentiellen Energie hinauslief.
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Der FEM-Ansatz geht nun direkt vom Variationsproblem aus. Er versucht allerdings nicht, genau die richtige
Funktion zu finden, die den Variationsausdruck minimiert, sondern er wahlt eine Teilmenge von Funktionen
aus, Uber die dann minimiert wird. Dazu wéhlt man aus dem Intervall [0, 1], Gber dem man approximiert, eine
endliche Anzahl von Punkten zg, 1, ..., Zp41 Mit0 = 2p < 21 < ... < 2, < Tpy1 = 1 aus. u(z) wird dann
approximiert durch ®(z) = >, ¢;®;(x). Die Funktionen ®;(z) sind dabei festgelegte, zum Beispiel stiickweise

lineare Basisfunktionen zu z;, die nur auf einem kleinen Intervall ungleich null sind, und die Koeffizienten ¢;
sind die Naherungen fiir die Funktionswerte u(x;), die es zu finden gilt.

Die stuckweise linearen Basisfunktionen ®;(x) werden definiert durch

0 furo <z <ax;_4
T—Ti-1 (] . .
Bi(x) - firz;_1 <o <ux ,
w‘zj furz; <oz < Tit1
far Tiy1 <x < 1

wobei h; = z;41 — ; furalle: =0,1,...,nist. Die Ableitungen ®;(x) sind demnach

o

firo<z < Ti—1

L far Ti1 <x<x;

Z

Ol(x) = - .
3 1 ..
k ~h far T < T < Tigq

furz;p1 <x <1

o

Die Funktionen ®;(x) beschreiben somit kleine ,Hitchenfunktionen®, die an der Spitze den Wert 1 annehmen.
Multipliziert man die einzelnen ®,(x) mit den einzelnen Koeffizienten ¢; und addiert sie, ergibt sich daraus fur
®(x) eine Art Streckenzug, also eine stiickweise lineare Kurve. Dass die Koeffizienten ¢; eine Approximation
der Funktion « an z; darstellen, ergibt sich aus der Definition von ®(x).

Nun setzt man ®(z) in das Funktional I in (2) ein:

:1[§;ci<bi(x)]=/ol(p(ﬂf) {gc@;(x)rﬂ(x) {icgm(x} ~2f(x ch ; )

Damit ein Minimum auftritt, muss die Ableitung nach den einzelnen Koeffizienten ¢; (die einzigen wirklich
Veranderlichen, da die Basisfunktionen ja festgelegt sind) gleich Null sein:

oza;f]z/< Zc@ ) + 2q(x ZCT ; z) —2f(2)® ())dx

Nach Umformen ergibt sich

n

Z[/Ol (p(w)éé(x)@g-(x) + q(x)@(m)@j(x)) dx] ¢ = /01 f(2)®;(x) da

i=1
Definiert man nun

wi= [ ()2 (0)0)(0) + 4(0)B:()8 () da

b= [ @00 @

entsteht eine quadratische Matrix der Form Ac = b, die man dann fur alle ¢; 16sen kann.

und

Auf Grund der speziellen Definition der Basisfunktionen gilt

Di(x)®;j(z) =0 und @;(z)P}(x) =0,

falls j # i, i — 1 oder i + 1 ist. Daher reduziert sich die Matrix zu einer Tridiagonalmatrix, die relativ einfach zu
I0sen ist.

Fur partielle Differentialgleichungen in 2 Raumdimensionen lauft das Verfahren ahnlich. Zunéchst muss zu der
partiellen Differentialgleichung ein entsprechender Variationsausdruck gefunden werden. Das Gebiet, (iber dem
die Losung approximiert werden soll, wird in Dreiecke unterteilt, und statt der zweidimensionalen ,Hutchen*
kann man nun dreidimensionale ,Hitchen” (Pyramiden mit regelméafRigen oder unregelmafigen Polygonen
als Grundflache) als Basisfunktionen verwenden. Dadurch entsteht wieder eine Matrix, die zwar nicht mehr
tridiagonal ist, aber trotzdem zu einem grof3en Teil aus Nullen besteht.
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Losen von grol3en linearen Gleichungssystemen mit direkten und iterativen Methoden
(Christian Moldenhauer)

Um groBe lineare Gleichungssysteme der Form A - 7 = b zu lésen, wobei A eine (n - n)-Matrix und # und
b Vektoren sind, unterscheidet man zwei Lésungsansatze. Direkte Verfahren losen das Gleichungssystem
unter der Voraussetzung einer fehlerfreien Arithmetik nach endlich vielen Schritten exakt. Iterative Verfahren
hingegen liefern auch dann nicht die exakte Lésung, wenn mit einer fehlerfreien Arithmetik gerechnet wird. Oft
sind iterative Verfahren jedoch effektiver, da sie Rechenaufwand und Rundungsfehler reduzieren kénnen. Mit
iterativen Algorithmen ist es mdglich, die Losung bis auf eine beliebige Genauigkeit zu berechnen und dann
den Algorithmus abzubrechen. Im Folgenden sollen hier der Gaul3sche Algorithmus als Vertreter einer direkten
und das Gaul3-Seidel-Verfahren als Vertreter einer iterativen Methode vorgestellt werden.

Der Gaul3sche Algorithmus

Gegeben ist das folgende Gleichungssystem aus den Gleichungen E;

Eq: a1171 +a12T2 + 0 +a1Tn = by
E;: (2121 + Q2% + -+ +a2pTy = b2
En : Ap121 + Ap2Zo + - - +AppTy = bn

Zur Vereinfachung schreibt man dieses Geichungssystem in erweiterter Matrizenschreibweise

air G2 ... Gin by
A a1 G2 ... G2n ba
Apnl Ap2 ... Gpp by
Nun bildet man fiir die Zeilen i = 1,...,n — 1 fur alle Werte von &k = i + 1,7 + 2,...,n einen Multiplikator
my; = agi/a;;. Durch Ausfiihren der Operation (Ey, — my; F;) wird der Koeffizient ay; gleich Null. Nach dem
Bilden aller méglichen Multiplikatoren und der genannten Elimination aller Koeffizienten ay; miti =1,...,n—1
und k =i+ 1,7+ 2,...,n erhlt man die folgende Matrix
a1 a2 ... aip by
0 as9 . agn b2
A= )
Die a;; und b; sind andere als zuvor! Diese kleine Schlamperei ist brancheniblich. Jetzt ist es moéglich, den
Z1
To . . L
unbekannten Vektor ¥ = ) zu berechnen. Durch Rickwartssubstitution erhalt man:
ZTn
bn,
Ty = —
ann
bp_1 — Ap—1,nTn
Tp—-1—— " —
An—1,n—1
S bi — GinTn — Qi 1Tp1 — .- — Gig1Tip1 Vi~ D jmit1 Bij T
;= =

Qg Q5
Das beschriebene Verfahren funktioniert jedoch nur unter der Voraussetzung a;; # 0, da ansonsten der
Multiplikator nicht definiert ist. Ist das Element a;; = 0 (Pivotelement) null, durchsucht der Algorithmus die i-te
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Spalte der Matrix von der i-ten Zeile an abwarts nach dem ersten Element ungleich null. Wird ein solches
Element a;; gefunden, vertauscht man die i-te und j-te Zeile der Matrix, und der Algorithmus wird wie vorher
fortgesetzt. Existiert kein solches Element a;;, S0 besitzt das Gleichungssystem keine eindeutige L6sung, und
der Algorithmus bricht ab.

AbschlieRend sei noch eine Verbesserung des GaulRschen Algorithmus vorgestellt. Wie anfangs erwahnt,
ist eine Losung, die mit dem Gaufl3schen Algorithmus gefunden wurde, nur dann exakt, wenn mit einer
exakten Arithmetik gerechnet wurde. Dies ist auf einem Computer nicht méglich. Hauptsachlich werden einmal
entstandene Rundungsfehler durch Multiplikation mit dem Multiplikator fortgepflanzt. Ist also der Multiplikator
sehr grol3, so wachsen auch die Rundungsfehler stark. Es liegt damit nahe, mit kleinen Multiplikatoren zu
rechnen, also a;; moglichst grof3 zu wahlen. Damit wird auch die VergroRerung des Rundungsfehlers bei der
Rucksubstitution verkleinert, wenn bei der Berechnung der x; durch sehr kleine a;; dividiert wird. Um ein
moglichst groRes a;; zu erhalten, durchsucht der Algorithmus die i-te Spalte der Matrix von der i-ten Zeile
an abwarts nach dem gro3tem Anfangselement, auch dann, wenn a;; # 0 ist. Die Zeile mit dem grof3ten
Anfangselement vertauscht man anschliel3end mit der i-ten Zeile. Mit dieser Verbesserung ist es moglich, die
meisten Gleichungssysteme hinreichend exakt zu |6sen. Es kénnen aber auch Situationen auftreten, in denen
dieses Verfahren (Gauf3scher Algorithmus mit Spaltenmaximumsstrategie) nicht funktioniert.

Eine weitere Verbesserung des Verfahrens besteht darin, die Zeilen der Matrix nicht einfach nach ihnrem grof3ten
Anfangselement, sondern nach dem grof3ten Anfangselement in Relation zu den Ubrigen Zeilenelementen
zu durchsuchen. Hierzu definiert man sich einen Skalierungsfaktor s, = max|ay;| mit & > ¢ und j = i +
1,7+ 2,..,n. Im nachsten Schritt berechnet man fir jede Zeile den Quotienten aus Anfangselement der Zeile
und zugehdrigem Skalierungsfaktor. Im néchsten Schritt vertauscht das Verfahren die Zeile mit dem gré3ten
Quotienten mit der i-ten Zeile. Das Suchen der zu vertauschenden Zeile und das schluBendliche Vertauschen
der i-ten Zeile mit der gefundenen Zeile nennt man Pivotierung. Da man die Anfangselemente der Zeilen relativ
zu den Ubrigen Zeilenelementen betrachtet, heif3t dieses verbesserte Verfahren GaulR3scher Algorithmus mit
relativer Spaltenmaximumsstrategie. Dieser Algorithmus I6st die allermeisten Gleichungssysteme hinreichend
exakt. Die Zeitkomplexitat hierfur liegt in der GroRenordnung O(n?): Ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen
zu addieren sind gréf3enordnungsmafig n Operationen. Das ist fir n(n—1) /2 Elemente durchzufiihren, namlich
alle unterhalb der Hauptdiagonalen (von links oben nach rechts unten). Das macht die 3 im Exponenten. Alle
anderen Akte (Maximum berechnen, Zeilen vertauschen, Riickwartssubstituieren) fallen demgegenuber nicht
ins Gewicht.

Das Gaul3-Seidel-Verfahren

Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem der Form A - ¥ = b, wobei A abermals eine (n - n)-Matrix ist und
Z und b Vektoren sind. Um dieses Gleichungssystem iterativ zu I6sen, Uberfiihrt man es zunéchst in die Form
¥ =T -&+ ¢ Hierzu zerlegt man A in drei verschiedene Matrizen.

ary aig ce. Qlp a1 0 0 0 0 0 —a12 ... —Q1n
a1 a2 ... Q2p 0 99 . —a21 - : ' ' :
. 0 . . : —Op—-1,n
ap1  Ap2 ... Qnp 0 .. 0 ann —Qp1 ... —Gpn—1 O 0 . e 0
A = D — L — U
Damit ist

Z+b
+U)-Z4+ Db

mitT = D~1.(L+U), &= D~'-b. (D! anzuwenden ist sehr einfach: Man dividiere durch die Diagonalelemente.
Die mussen dafir natiirlich ungleich 0 sein.) Mit der Gleichung # = T - # + € ist nun eine Vektorfolge z("*1) =
T-7") 4 &bestimmt. Mit einem Startwert, z. B. #(*) = ¢, ist es nun méglich, eine Fixpunktiteration durchzufiihren,
indem man (), () ... #(") berechnet. Im Grenzfall fir n — oo soll #™ — ¢ konvergieren, wobei i die exakte
Lésung des Gleichungssystems sein soll. Dies ist dann der Fall, wenn T" eine Kontraktion ist, und das ist dann
der Fall, wenn der maximale Eigenwert von T betragsmafiig kleiner als eins ist.

Das beschriebene Verfahren laf3t sich noch verbessern. Bisher berechnet man in jedem Schritt die Kom-
ponenten des nachsten Glieds der Vektorfolge Z(*). AnschlieBend setzt das Verfahren dieses neue Glied
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in die Iterations- gleichung ein und berechnet das Nachfolgeglied z(*t1). Die Verbesserung des Verfahrens
besteht darin, daf? nicht mehr alle Komponenten des neuen Glieds der Vektorfolge ausschlie3lich mit Hilfe
der Komponenten des Vorgéngerglieds berechnet werden, sondern die bereits berechneten Komponenten des
neuen Glieds Z(*t1) zur Berechnung der (ibrigen Komponenten des neuen Vektors verwendet werden. Die
beschriebene Verbesserung beschleunigt die Konvergenz des Verfahrens erheblich, teilweise um den Faktor
2.

Literatur: J. D. Faires, R. L. Burden: Numerische Methoden, Naherungsverfahren und ihre prakische Anwen-
dung, Spektrum Akademischer Verlag.

Hyperbolische Differentialgleichungen und ihre numerische Behandlung
(Christine Rogg)

Charakteristiken und Unstetigkeiten

Wir beginnen mit einem Beispiel fur eine nichtlineare hyperbolische Differentialgleichung:

2
Oyu(zw,t) + 05 w2, 1)

=0 ,u(x,0) = ug(x) (1)
Wir gehen davon aus, dass wir eine glatte, d. h. stetig differenzierbare Losung v € C*(R x R*) haben. Dann
betrachten wir folgendes Anfangswertproblem fir ~(t):

V() = u(y(t),t) , ¥(0) =a,y € C'(j0,T[) N C°([0,T])

Dann gilt:

w2
%u(’y(t), t) =~ (#)0pu + Opu = u(y(t), ) Opul(y(t),t) + Opu(y(t),t) = 5'3,? + Opu = 0.

Also ist u(y(t),t) = +4/(t) = const. Demzufolge sind die Kurven von ~(t) Geraden in der (¢, z)-Ebene. Diese
Geraden heil3en Charakteristiken. Weil « entlang der Charakteristiken konstant ist, gilt: v/(¢t) = u(y(¢),t) =
u(y(0),0) = ug(y(0)). Die Steigung ist also durch die Anfangswerte u, gegeben.

Jetzt kehren wir zu unserer Ursprungsgleichung (1) zurtick. lhre Anfangswerte seien folgendermaRen definiert:

1 firz < -1
ug(x) =4 0 fir z(0) > 1
S4d fur-1<a<1

Daraus ergibt sich

1 furv(0) < -1
u(v(0) =u(y(), ) =7 () =4 0 fur (0) = 1
=0 L1 far—1<4(0) < 1
Die Charakteristiken verlaufen dann wie in der ¢ -
Zeichnung rechts. u=20

Bei der Wahl dieser Anfangsbedingungen
erhalten wir also Charakteristiken, die sich
schneiden kénnen. Da die Loésungen der
Gleichung (1) entlang der Charakteristiken
konstant ist, bedeutet dies, dass die Lésung
dort unstetig ist.

Weniger problematisch ist die Losung linearer
hyperbolischer Differentialgleichungen. Man
betrachte beispielsweise

Oyu + adzu = 0,a = const. mit der Anfangsbedingung u(x,0) = ug(z) . (2)

~" ist in diesem Fall gleich a, d. h. die Steigung der Charakteristiken ist unabhéngig von uy und damit
konstant. Es kann also nicht zu Unstetigkeiten kommen, da alle Charakteristiken parallel zueinander sind.
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Diese hyperbolische Differentialgleichung laft sich als Transportgleichung auffassen, deren Lésung gegeben
ist durch u(z,t) = uo(z — at). Dies bedeutet, dass die Lésung sich als Verschiebung der Anfangswerte mit der
Geschwindigkeit a ergibt.

Charakteristiken lassen sich auch fur die allgemeine hyperbolische Differentialgleichung d;u + 9, f(u) = 0
bestimmen. Dabei soll gelten:

t>0, z € R, u(z,0) = up(z), f € C! (d. h. einmal stetig differenzierbar). Es sei +'(t) = f’(u(y(t),t)) und
7(0) = a. Mitu € C! gilt: %u(v(t), t) = Ou+ v 0,u = Opu + 9, f (u) = 0. Demzufolge ist u konstant entlang der
Charakteristik v(t), das gleiche gilt dann auch fir f’(ug(a)) und daher fur +/(t).

Damit haben wir gezeigt, dass es bei hyperbolischen Differentialgleichungen zu Unstetigkeiten kommen kann,
d. h. es existieren nicht immer globale Losungen auf [0, T]. Dennoch ist es mdglich, eine lokale Loésung in der
Zeit zu finden, indem man den Endzeitpunkt T klein genug wahilt.

Zur numerischen Lésung

Im Folgenden betrachten wir wieder 0,u + a0,u = 0. Zunachst definieren wir einige Werte, die wir gleich

verwenden werden:
At

= Az, nAt) ;N = —;
up = u(kAz,nAt) ; A AL

Es folgt nach Taylor:

uptt —ul up g —up
O(Az,At) =0
At T Ax +0(Az, At)
Als numerisches Verfahren wird daher im Folgenden
up ™ =+ a(upy, —ul) =0

verwendet. Dies lasst sich wie folgt umformulieren:
uptt = up — aABul + adu}
s uptt = (1+ a)\ — a\BE)uf
= up = (1 +a\ — a\E)"u})

An diesem Beispiel will ich vorrechnen, dass bei unbedachter Diskretisierung grof3er Unfug herauskommen
kann. Daflir benétigen wir den binomischen Lehrsatz. Dieser lautet:

o5 () (1) - s

m=0

In unserem Fall sei z = —aAE und y = 1+ a\. Der binomische Satz funktioniert nAmlich auch noch, wenn eine
der Beteiligten (in diesem Falle x) nicht eine Zahl, sondern ein linearer Operator ist. Damit ist

Z (:1) (1+ a)\)m(—a)\E)(”_m)ug
m=0

- n m n—m
> (1)1 o aN iy

m=0

Dan > mist, gilt n —m > 0. D. h., es werden nur Werte rechts von x;, verwendet, um u} zu bestimmen. Die
exakte Losung aber lautet uo(z — at,,), das heildt, die echten Werte kommen von links. Somit erweist dieses
Verfahren sich als ungeeignet. Je nachdem, ob die Steigung der Charakteristik positiv oder negativ ist, miissen
wir also 9,u unterschiedlich diskretisieren:

u(mk, tn) — ’U(a?k—l» tn)
Ax

w(Tpt1,tn) — u(xg, ty)

Az
Diese Fallunterscheidung fallt bei konstantem «a nicht sehr schwer, aber in der Regel haben wir Gleichungen
der Form d;u + f'(u(z,t))0,u = 0. Da f’ nun von u abhéngig ist, kann es in Abhangigkeit von x und ¢ das
Vorzeichen @ndern, weshalb dieses standig Uberprift werden muss.

a>0:0u(zk ty) —

a <0:0u(zg,t,) —

Diese Vorgehensweise, immer in die Richtung zu gucken, aus der die Werte kommen, nennt man upwinding
(Gegenwind-Diskretisierung).
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Zur Stabilitatsbedingung

Dieses Mal betrachten wir die richtige Diskretisierung von (1) mita > 0:

. At
u?“ = u;-‘ — /\(u;I - u?fl) mitn e N und \ = aA_x
1 firz <0
0 furz > 0.

Dann lautet die Behauptung: u;; = A" und uj = 0 flr j > n + 1.

mit der Anfangsbedingung u} = {

Beweisen wollen wir dies durch vollstéandige Induktion.

Induktionsanfang:
n=0: uJ=1und u{ =1 nach Definition der Anfangshedingung

Induktionsschritt:
Unter der Voraussetzung, dass die Behauptung fur n gilt, ist sie fir n + 1 zu beweisen.

Unt1 = g — Mupg — ) = up g (1= A) + Ay =04+ A A" = A"
Damit ist der erste Teil (u]r = A\™) bewiesen. Ferner gilt fiir j > n 4 2:

u?"’l =uj = AMuj —uj_q) =uj(1 =)+ iy =

Damit ist auch der zweite Teil (v = 0 mit j > n + 1) und somit die gesamte Behauptung bewiesen.

Wie bereits erwéhnt, lautet die exakte Losung wu(z,t) = uo(z — t), somit liegen die Werte von u zwischen 0
und 1. Das ist aber nur gegeben, wenn A < 1 ist, denn sonst wiirde A™ und damit «)> unbeschrankt wachsen.
Wahlt man X aber zu klein, wird die Losung sehr schnell verschmiert. Deshalb ist das Verhéltnis \ = aﬁ—; bei
komplizierten Funktionen mit Bedacht zu wahlen. Die Beschrankung a% < 1 heifl3t Stabilitatsbedingung.

Abschlie3end Iasst sich sagen, dass es bei hyperbolischen Differentialgleichungen zu Unstetigkeiten kommen
kann, man das Differenzenverfahren sorgfaltig auswahlen muss (upwinding!) und auf3erdem eine Stabilitats-
bedingung bertcksichtigt werden muss.

Literatur: D. Kréner, Numerical Schemes for Conservation Laws, Wiley-Teubner, S. 1, 2, 15-17, 32, 33, 92

Herleitung der Navier-Stokes-Gleichungen
(Matthias Klotz)

Eine wichtige Stelle in der heutigen Physik nimmt die Beschreibung von dreidimensionalen reaktiven Stro-
mungen in Flassigkeiten und Gasgemischen ein. Das Ziel dieses Textes besteht im Wesentlichen darin,
physikalische Gesetze, die derartige Vorgadnge beschreiben, in Differentialgleichungen auszudriicken: in
den sogenannten Navier-Stokes-Gleichungen. Dabei handelt es sich bei diesen Gesetzen um die drei
Erhaltungsgleichungen fur Masse, Impuls und Energie.

Im Folgenden stelle ich eine allgemeine Erhaltungsgleichung auf, um sie dann auf die Spezialfalle fir jene
drei physikalischen Grofen anzuwenden. Dabei stellt man sich ein gasgefilltes Volumen als Kontinuum vor,
was wegen der groRen Anzahl der in ihm vorhandenen Molekile auch gerechtfertigt ist. Dies ermdglicht den
Umgang mit infinitesimalen Grof3en: Differentialquotienten und Integrale.

Man denke sich einen beliebig geformten Bereich 2 im dreidimensionalen Raum mit dem Volumen V' und
dessen Rand 902 mit der Oberflache S, der stiickweise stetig differenzierbar sein soll. Zu jedem Zeitpunkt
t lasst sich eine physikalische GroRe F(t) fur Q (z. B.: Gesamtmasse, Gesamtimpuls, ...) angeben. Man
kann sie auBerdem mit Hilfe der ihr zugehdrigen Dichten f(7,t) beschreiben (mit = Ortsvektor), indem man
namlich Uber Q integriert (mit Dichte ist nicht zwingend die Massendichte gemeint, sondern die GroRRe F'(t) pro
Volumen):

F(t) = /Qf(ﬁ t)dv

Zur Verbesserung der Lesbarkeit werde f(7, ¢) nur noch als f dargestellt. Man vergesse also nicht, dass f von
der jeweiligen Stelle im Bereich © und von der Zeit ¢ abhéngig ist. Die Anderung der GréRe F mit der Zeit ¢
wird durch folgenden Ausdruck beschrieben:

OF [ of
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Eine derartige Anderung kann durch drei verschiedene Prozesse stattfinden:

1.) Die Gr6RRe F' strémt durch die Oberflache in das Volumen hinein oder aus ihm heraus. Die Strdomung selbst
wird durch einen Vektor namens Stromdichte beschrieben: <i5f gibt an, wieviel von der Gro3e F' pro Zeiteinheit
durch eine Flacheneinheit stromt. Bei der Strémung durch die Oberflache 92 kommt es nur auf den Anteil von
<I>f an, der senkrecht zur Oberflache durchflie3t; deswegen bildet man das Skalarprodukt <I>f 71, wobei 7 die
aullere Normale ist, d. h. der Vektor der Lange 1, der senkrecht auf der Oberflache steht und nach auf3en zeigt.
Dabei wird das Skalarprodukt negativ, wenn der Vektor <f>f auf die Oberflache von () zeigt. Eine Verédnderung

der Dichte auf das Innere von 2 bezogen ist also durch —<f>f - dS gegeben.

2.) Im Inneren des Gebietes () liegt eine Quelle (bzw. Senke) von F. So beschreibt man z. B. chemische
Reaktionen: Bei der Verbrennung gibt es eine Senke fir Sauerstoff und Brennstoff und eine Quelle fir (u. a.)
Kohlendioxid. Dargestellt wird das durch einen Quellterm g¢ im Inneren des Volumenelementes, wobei ¢, die
pro Zeit ¢ und Volumeneinheit gebildete Menge an F' beschreibt.

3.) Fernwirkung (z. B. Gravitation oder Warmestrahlung) beeinflussen von auf3erhalb das Innere von 2, zu
beschreiben durch einen Fernwirkungsterm s, der fiir die pro Zeit und Volumeneinheit gebildete Menge an F'
steht.

Fur die einzelnen Prozesse ergibt sich jeweils die Anderung fiir F durch jeweilige Integration {iber die Oberfla-
che von 99 bzw. Uber 2 selbst. Die gesamte Anderung von F pro Zeit ¢ ergibt sich durch Summieren der

einzelnen Integrale:
dF of -
- = = _ P77
7 L ot —dV = /39 I ndS—l—/qudV-i-/QSde

Man mdchte das Integral uber 02 in ein Integral Uber 2 selbst umformen. Dazu nutzt man den Gaufd'schen
Integralsatz: Der Fluss von 5f Uber 0% ist gleich dem Volumenintegral von div q_5f Uber Q. Das ist nichts
Mystisches! Man drUckt die Randwerte einer Funktion aus durch ein Integral Uber die Ableitung der Funktion
im Inneren: f(b) f f/(x)dx. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung! Dasselbe in mehreren
Dimensionen ist naturllch ein blsschen komplizierter. Hieraus folgt:

/ﬁdv+/div<§fdvz/qfdv+/sfdv
o Ot Q Q Q

Das Gebiet Q2 wurde zu Anfang unbestimmt gewahlt. Wir haben hier also eine Gleichung fir Integrale
unabhéngig vom Integrationsgebiet. Das ist jedoch nur dann mdglich, wenn bereits die Integranden gleich
sind: 5

8—{+divfﬁf =qy + sy

Das ist die allgemeine Erhaltungsgleichung, die ich im Folgenden fiir Masse, Impuls und Energie an Stelle von
F anwende.

Erhaltung der Gesamtmasse

Die Grof3e Fistin diesem Fall durch die Gesamtmasse m des Systems gegeben. Die entsprechende Dichte f,,
ist die Massendichte p, die Massenstromdichte ®,, ergibt sich als Produkt aus der Stromungsgeschwindigkeit
© und der Dichte p (denn je groRer die Geschwindigkeit, desto mehr fliel3t pro Zeit ¢, entsprechend gilt dies
fur die Dichte). Masse kann weder durch Quellen im Inneren von Q noch durch Fernwirkung entstehen.
Somit sind ¢, und s,, beide 0. Durch Einsetzen in die allgemeine Erhaltungsgleichung erhalt man die
Massenerhaltungsgleichung:

op
Eerlv( pt) =0

Erhaltung des Impulses

Die GroRRe F ist in diesem Fall durch den Gesamtimpuls des Systems gegeben. Die entsprechende Dichte
fm# ist die Impulsdichte pv, die Impulsstromdichte o (hier ein Tensor) ergibt sich zu B,y = pU R U+ p.
Dabei bezeichnet pv ® v den konvektiven Anteil und p die Impulsdnderung durch Druck- und Reibungskrafte
(hydrostatischer und viskoser Anteil). Unter der Viskositat eines Gases bzw. einer Flissigkeit hat man sich also
seine Zahigkeit vorzustellen (die innere Reibung). Das dyadische Produkt ¢ ® # ergibt folgenden Tensor:

V11 V12 UV1U3 V1
TRV = VU1 VU VU3 mit 0 = V2
U3V1 U3VU2 U3V3 U3
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Der Drucktensor p ergibt sich empirisch aus einer groRen Anzahl von Untersuchungen:
p=pE+1I
Dabei ist £ der Einheitstensor und p der hydrostatische Druck. Wahrend pE den hydrostatischen Anteil von
p beschreibt, tut II dies fir den viskosen Anteil. Aus der kinetischen Theorie fiir verdiinnte Gase ergibt sich
weiterhin der Zusammenhang:
- ) -
Il = —p[(grad 7) + (grad o)) + (5“ — k) (dive) E

Wahrend p (my) fur die mittlere dynamische Viskositat steht, bezeichnet « (kappa) die Volumenviskositat. Fir
einatomige Gase gilt k = 0.

Der Ausdruck grad v ist ein Tensor:
Ov1  Ovy  Qug

gm gw gx U1

2 V1 V2 V3 it 7 —

gradv = | 3, %3/ By mit v = | vy
Ovq Ovg dvs V3

0z 0z 0z
Der Term (grad #)” ist der transponierte Tensor von grad @. Er entsteht durch eine Vertauschung von Zeilen
und Spalten.

Der Quellterm ¢,,5 ist 0, da im Inneren des Systems keine Kréafte entstehen, die eine Impulsénderung zur
Folge hatten. Es existiert jedoch eine Fernwirkung s,,z, namlich die Gravitationskraft pro Volumen, was durch
pgd gegeben ist. Durch Einsetzen in die allgemeine Erhaltungsgleichung erhélt man die Impulserhaltungs-

gleichung:
9 (pv)

ot

iv(pt' ® U) + divp = pg

Erhaltung der Energie

Die GroRe F' ist in diesem Fall durch die gesamte Energie des Systems gegeben, d. h. durch die Summe
aus der potentiellen, der kinetischen und der inneren Energie (kinetische Energie: Schwerpunktsbewegung
der Molekille bzw. Translation; innere Energie: Schwingung und Rotation der einzelnen Molekiile). Die
entsprechende Dichte f, ist somit die Energiedichte pe, wobei e fir die jeweilige spezifische Gesamtenergie
steht (d. h. Energie pro Masse). Da pe fur die Energie pro Volumen steht und da diese sich aus den oben
genannten drei Energieformen zusammensetzt, gilt:

1
pe = pu+ 5plt* + pG

Dabei steht u fir die spezifische innere Energie, G fur das Potential der Energie (potentielle Energie pro
Masse). Die Energiestromdichte @, (hier wieder ein Vektor) ergibt sich zu &, = ped + pv + Jjq- Der Ausdruck
pev steht analog zu den vorherigen Erhaltungsgleichungen fiir den konvektiven Anteil, po hingegen beschreibt
die Reibungsarbeit, die aufgrund der Viskositat verrichtet wird. Die Warmestromdichte ist durch ]‘q gegeben,
was den Energietransport durch Warmeleitung beschreibt. Sie ergibt sich zu fq = —Agrad T, wobei X fur den
Warmeleitfahigkeitskoeffizient, 7" fur die Temperatur steht. Der Vektor grad T zeigt in die Richtung, in der (in der
Umgebung) die Temperatur am starksten ansteigt. Ein Energietransport findet also in die entgegengesetzte
Richtung statt, wodurch das Minuszeichen im Ausdruck —X grad T' zu Stande kommt. Der Quellterm ¢, ist 0,
da im Inneren des Systems keine Energie entsteht. Es existiert jedoch eine Fernwirkung s., die namlich in der
Waérmestrahlung liegt. Sie ist durch ¢, gegeben, was die Warmeproduktion pro Volumen und Zeit beschreibt.
Es gilt also [¢.] = Jm 357! (d. h. ¢, hat die Dimension Joule pro Kubikmeter und Sekunde). Durch Einsetzen
in die allgemeine Erhaltungsgleichung erhalt man die Energieerhaltungsgleichung:

% + div(pet + pv — Agrad T) = ¢,

Das Gleichungssystem fiir die Navier-Stokes-Gleichungen

Die nun drei aufgestellten Differentialgleichungen zum Berechnen von Stromungen (Masse-, Impuls- und
Energieerhaltungsgleichung) lassen sich wie folgt in einem Gleichungssystem zusammenfassen:

p pU 0
e pt | +div pPUR T+ p = | pg
pe petd + pv — Agrad T qr

Literatur: Jirgen Warnatz und Ulrich Maas: Technische Verbrennung, Springer-Verlag Berlin Heidelberg 1993,
S. 135-143: Kapitel 11
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Mehrgitterverfahren
(Silja Kinnebrock)

Eine Vielzahl der Phdnomene der mathematischen Physik, wie beispielsweise Schwingungen von Bauwerken,
Wellen und Gewassern, lassen sich auf das Lésen grofRRer, diinnbesetzter, linearer Gleichungssysteme
zuruckfuhren. Um diese moglichst schnell und einfach I6sen zu kénnen, sind Mehrgitterverfahren hilfreich. Sie
bauen auf Iterationsverfahren auf und erweitern sie. So kdnnen Mehrgitterverfahren den Loésungsprozess um
das Hundertfache beschleunigen.

Unser Ubungsbeispiel ist, die Eigenschwingungen des
Bodensees zu berechnen. Die Wasseroberflache ist
eine sehr kontinuierliche Angelegenheit. Wir diskretisie-
ren sie mit finiten Differenzen, wie J6rn-Thorsten uns
das vorgerechnet hat; aber diesmal motivieren wir das
Ganze physikalisch. Wir betrachten ein System, das
»von Natur aus” diskret ist: den Federrost eines Bettge-
stells. Dann lassen wir die Gitterweite gegen 0 gehen
— wie man das beim physikalischen Modellieren von
schwingenden Saiten und &ahnlichen Dingen ohnehin
macht. Wir ersetzen die Auslenkung des Bodensees
durch die Auslenkung eines Federrostes unter der
Belastung durch den Schlafer. Wir stellen uns den
Federrost als ein gleichmaRiges Rechtecksgitter aus
Punkten vor, die mit ihren nachsten Nachbarn (rechts,
links, oben, unten) durch Federn gekoppelt sind. Dabei
stellt die Funktion u(z,y), die Auslenkung des Federrostes gegen die Ebene des Bettrahmens dar. Nun gilt es
die Kraft auf jeden einzelnen Punkt zu berechnen. Jede der an einem Punkt ansetzenden Federn tragt eine
Kraft bei, die proportional der Differenz der Auslenkungen in ihren beiden Endpunkten ist. Es ergibt sich, wenn
die Proportionalitatsfaktoren vernachlassigt werden:

= (urcchts - ’LL) + (ulinks - u) + (uobcn - U) + (uuntcn - U) = Urechts + Ulinks T Uoben + Uunten — 4du

Bei dieser Gleichung handelt es sich um eine Differenzengleichung. Fir F' = 0, also den Gleichgewichtszu-
stand, ergibt sich:
u = (urechts + Ulinks + Uoben T uunten)/4

Man erkennt, dass die Auslenkung jedes Punktes das Mittel der Auslenkungen der vier Nachbarpunkte ist.

Als néchstes betrachten wir den Grenzfall eines unendlich fein gesponnenen Gitters, was uUber die Zwischen-
stufe
(1/h2)(urechts —2u + ulinks) + (1/h2)(uoben —2u + uunten)

(wobei h der Abstand zwischen zwei benachbarten Gitterpunkten ist) zum Laplace-Operator fuhrt:

?u  d%u
Au= Ox? + Oy?
Der Laplace-Operator, der bereits vorher aufgetreten ist, dient nicht nur der mathematischen Modellierung
von Schwingungs-, sondern auch von Diffusions- und Warmeleitungsprozessen und ist auch in der Quanten-
mechanik (Schrédinger-Gleichung) sowie in der Elektrodynamik (Maxwell'sche Gleichungen) zu finden. Wir
haben damit eine Differenzengleichung durch eine Differentialgleichung ersetzt und damit ein diskretes in ein
kontinuierliches Problem verwandelt.

Fir die numerische Berechnung muss man den umgekehrten Weg gehen und aus der Differentialgleichung
wieder eine Differenzengleichung machen (diskretisieren). Dabei ist es gunstig, wenn die Diskretisierung
physikalisch interpretierbar ist wie in dem Beispiel mit dem Federrost. Das ist bei der Diskretisierung des
Laplace-Operators mit zentralen Differenzen (vgl. den Beitrag von Jorn-Thorsten Pamann) der Fall.

Zur Lésung der Differenzengleichungen benétigt man Verfahren zur Lésung grof3er, linearer und diinnbesetzer
Gleichungssysteme. Zwar haben wir bereits das GauR3-Seidel-Verfahren sowie das Jacobi-Verfahren kennen-
gelernt, allerdings verlauft die Konvergenz bei diesen Verfahren verhaltnismafig langsam; denn je gro3er n
wird, desto mehr Schritte sind notwendig, um eine vorgegebene Genauigkeit zu erzielen. Physikalisch lasst
sich dieser Sachverhalt durch den Warmeausgleichsprozess plausibel machen: Wird ein Stab an beiden
Enden auf verschiedenen Temperaturen konstant gehalten, so stellt sich nach einer gewissen Zeit eine stabile
Temperaturverteilung ein. Bei diesem Vergleich steht die lokale Temperatur fiir die Auslenkung u, die Warme,
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die im Rahmen des Ausgleichsprozesses auf den Punkt zu oder von ihm wegflief3t, reprasentiert die Korrektur
durch ein numerisches Verfahren.

In jedem Zeitschritt findet ein Austausch von Warme (oder auch Information) immer nur unter nachsten
Nachbarn statt. Deswegen kann es sehr lange dauern, bis die Information Uber die Temperatur am Rande
des Gebietes sich 100 Gitterpunkte weiter zu einem Punkt im Inneren des Gebietes herumgesprochen hat.

Die Konvergenzgeschwindigkeit eines Systems kann man zwar dadurch erhéhen, daf? man die Korrektur
jeweils mit einem geeigneten Faktor multipliziert (SOR-Verfahren), aber auch das bringt keine entscheidende
Besserung; denn in erster Linie reduziert das Iterationsverfahren den Fehler nicht, sondern glattet ihn lediglich.

Hier setzt das Mehrgitterverfahren an, das durch gezieltes Wechseln von Gittern verschiedener Maschenweite
eine enorme Konvergenzbeschleunigung erzielt. Man wendet das normale lterationsverfahren zunachst im
feinen Ausgangsgitter an und glattet in 2 bis 3 Schritten den Fehler. Die so erhaltenen Werte Ubertragen
wir auf ein groberes Gitter (Restriktion) und wiederholen das Iterationsverfahren. Das grobere Gitter kann
einfach die Teilmenge des feineren sein, bei der jede zweite Gitterzeile und -spalte gestrichen werden. Der
Informationsaustausch findet jetzt Gber gro3ere Entfernungen statt und ist dadurch effektiver. Au3erdem geht
auf dieser Stufe das Rechnen schneller, da die Anzahl der Gitterpunkte gesunken ist.

Wir restringieren wiederum und fihren einige Iterationsschritte im grébsten Gitter aus, wobei wir wieder einige
Gitterpunkte unberiicksichtigt lassen. Da die Anzahl der Variablen inzwischen ziemlich klein geworden ist,
kénnen wir die zugehorige Gleichung direkt (nicht iterativ) l16sen. Die hier errechneten Werte werden beim
Ubergang in das mittlere Gitter (Prolongation) beibehalten. Die Werte der Gitterpunkte, die im grobsten Gitter
nicht berechnet worden sind, werden jetzt als Mittel der Nachbarpunkte berechnet. Ebenso verfahrt man nach
Ubergang ins feinste Gitter, so dass letztendlich fiir alle Gitterpunkte ein approximierter Wert berechnet worden
ist. Alle bisher durchgefiihrten Vorgange auf den drei Gitterstufen bilden zusammen genau einen Schritt des
Mehrgitterverfahrens. Typisch sind drei bis sieben Gitterstufen.

Das Mehrgitterverfahren ist wesentlich effizienter als das GauRR-Seidel- oder das Jacobi-Verfahren; denn
aufgrund der flexiblen Gitterwabhl ist ein besserer Informationsaustausch und damit eine schnellere Konvergenz
gewahrleistet. Auch ist der Mehraufwand nicht so grol3, wie man anfangs vermutet; er liegt lediglich bei Faktor
3, da die Anzahl der zu berticksichtigenden Gitterpunkte bei allen Grobgittern zusammen meist kleiner als die
gesamte Anzahl aller Gitterpunkte des feinsten Gitters ist.

Nun kommen wir wieder zuriick auf die anfangs angesprochene Berechnung von Eigenschwingungen
des Bodensees, die durch die sogenannten ,Lange-Wellen-Gleichungen® bzw. ,Flachwassergleichungen®
beschrieben werden. Hierflr wurde ein eigens angepasstes Mehrgitterverfahren entwickelt, nach dem die
Oberflache des Sees so in Dreiecke zerlegt wird, dass die Uferlinie durch die entsprechenden Dreiecksseiten
moglichst getreu wiedergegeben wird. Daraus entsteht ein verfeinertes Gitter, indem man jedes Dreieck
unter Einfihrung neuer Gitterpunkte auf den Seitenmitten in vier kleinere teilt. Durch Wiederholungen dieser
Verfahrensweise entsteht ein beliebig feines Gitter mit immer préziser dargestellter Uferlinie.

Die Praxis zeigt, dass Mehrgitterverfahren zur Verbesserung der Effektivitéat praxisnaher Berechnungen hdchst
effizient sind. Mit ihrer Hilfe kbnnen komplexe Probleme, die bisher Superrechnern vorbehalten waren, auf PC’s
gelost werden.

Literatur: G. Wittum: Mehrgitterverfahren, Spektrum der Wissenschaft, April 1990

Modellieren von Turbulenzen
(Sabine Schamberg)

Zum Bau von Flugzeugen ist es notwendig, Genaueres uber Auftrieb, Drehmomente und den Luftwiderstand
zu erfahren, wobei der Luftwiderstand besonders wichtig ist, da er einer der Hauptgriinde fir den Kraftstoff-
verbrauch ist. Luftwiderstand entsteht unter anderem wegen der in der Grenzschicht wenige cm um das
Flugzeug herum herrschenden Turbulenz. Das ist eine unruhige, nicht laminare Strémung, die aus einzelnen
kleinen Wirbeln, den sogenannten Eddies, besteht. Diese befdrdern die Luft an die Oberflache des Flugzeugs.
Dabei gibt sie einen Teil ihres Impulses an das Flugzeug ab, auf welches deshalb eine riickwéartsgerichtete
Kraft wirkt. Diese Eddies bilden sich immer wieder neu, werden kleiner und dissipieren, d. h. sie werden durch
innere Reibung in Warme umgewandelt.

Um die Turbulenz zu verstehen und zu bestimmen, verwendet man eine Mischung aus numerischer Simulation
und Windkanal-Tests. Erstere hat gewisse Vorteile, da Windkanal-Tests sehr teuer sind, weil man fur jeden
Versuch ein neues Modell braucht. AuRerdem kommen Simulationen der Realitdt meistens néaher als Versuche
im Windkanal, weil der Windkanal Wande hat, an denen unerwiinschte Turbulenzen entstehen kdnnen. Dazu
kommt, dass im Windkanal keine Versuche zu Hyperschallfligen mdglich sind. Trotzdem ist es wegen des
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groRen Rechenaufwands und der mangelhaften Theorie nicht mdglich, ausschlie3lich numerische Simulationen
zu verwenden.

Diese sieht theoretisch folgendermaf3en aus: Ein gewisses Volumen in der Umgebung des gedachten
Flugzeugs wird mit einem Punktgitter Giberzogen und die Zeit in diskrete Schritte eingeteilt. Danach werden
die Gleichungen und die Anfangs- und Randbedingungen fiir den Computer umgeformt. AnschlieRend werden
diese zusammen mit den Gitterkoordinaten in den Computer eingegeben. Daraus erhalt man eine Losung
fur den Druck und die Geschwindigkeit an jedem Gitterpunkt. Je mehr Punkte das Rechengitter hat, desto
genauer ist die Losung. Da die Navier-Stokes-Gleichungen nicht linear sind, entstehen Wirbel. Um die grof3ten
Wirbel zu erfassen, muss das Gitter sehr grol3 sein. Um die kleinsten Wirbel zu erfassen, muss das Gitter
sehr fein sein. Deswegen braucht man entsetzlich viele Punkte. Erschwert wird die Berechnung durch die
globale Abhéngigkeit. Der Druck an einem Gitterpunkt ist von den Strdmungen an einem anderen abhangig.
Dieser Effekt kann sich weit gegen die Windrichtung fortpflanzen, weit entfernte Gitterpunkte missen also
auch bertcksichtigt werden. Auch sind viele Eddies erheblich kleiner als die Gitterweite.

Die Natur einer Strdomung wird in kompakter Form durch die Reynoldszahl Re charakterisiert. Sie beschreibt
das Verhaltnis zwischen den Tragheits- und den Reibungskraften. Hierbei ist v die Stromungsgeschwindigkeit,
[ die Lange des umstromten Gegenstandes, wobei diese nicht genau bestimmt werden kann, p die Dichte und
7 die Viskositat, die vom Material abhangt.
vlp

n

An dieser Gleichung erkennt man, dass Re sowohl proportional zu v als auch zu [ ist. AuBerdem sieht man
deutlich, dass bei geringer Viskositat die Reynolds-Zahl sehr grof3 ist, also starke Turbulenz vorhanden ist.
Das GréRenverhaltnis zwischen den gréRten und den kleinsten Eddies entspricht ungefihr Re®/4. Somit ist
die Anzahl der Gitterpunkte zur genauen Simulation ca. Re%/* (in drei Raumdimensionen). Da fir jeden
Gitterpunkt der Druck und die Geschwindigkeit berechnet werden sollen, ergibt dieses viel zu viele Daten, und
es ist unméglich, es mit heutigen kommerziell erhéaltlichen Computern zu berechnen.

Re =

Es gibt allerdings auch machbare Verfahren, um dieses Problem zu l6sen. Das Ad-hoc-Modell basiert auf
Experimenten und vereinfachten Annahmen Uber Turbulenzen. Es verwendet nur Mittelungen der grof3en
Eddies, versucht aber auch die kleinen zu beriicksichtigen. Bei dieser Mittelung ist jedoch zu beachten, dass
man physikalische Gesetze wie Energie- und Impulserhaltung einhélt. Trotzdem sind diese Simulationen nur
so gut wie ihre Modelle. Um dieses Modell zu verbessern, verwendet man die direkte Simulation, die nattrlich
nur fur kleine Reynolds-Zahlen méglich ist. Trotzdem liefert sie Ergebnisse tiber die Natur der Turbulenz. Die
large eddie simulation (LES) verbindet die beiden genannten Modelle miteinander. Die grof3en Eddies werden
direkt simuliert, die kleinen durch Mittelungsmodelle erfasst. Dieses Verfahren wird z. B. in der Meteorologie
und zur Berechnung von Stromungen in Verbrennungsmotoren verwendet.

Die durch die Stromungsrechnung gewonnenen Erkenntnisse werden u. a. zur Verbesserung von Flugzeugen
verwendet. Auf diesem Weg wurden auch Riblets entdeckt. Dies sind v-férmige Rillen auf der Oberflache,
die die Eddies daran hindern, ihren Impuls an das Flugzeug abzugeben, und so den Luftwiderstand und den
Treibstoffverbrauch verringern. Dieses Prinzip ist auch in der Haut von Haien zu finden. Zu dem gleichen
Ergebnis fihren auch Sensoren und Verstellmechanismen auf der Haut des Flugzeugfligels, die auf Druck-
und Strdomungsgeschwindigkeitsanderung reagieren. Dieses Prinzip wird bei den Delphinen vermutet.

Durch die Berechnungen versteht man nun auch endlich, wie die kleinen Vertiefungen (Dimples) im Golfball
wirken. Durch sie wird Turbulenz erzeugt, die Stromung legt sich enger an den Ball an, und der Staudruck
wird verringert. Dies fihrt dazu, dass ein solcher Ball 2%mal weiter fliegt als ein glatter. Ein weiteres
Anwendungsgebiet ist die Optimierung der Formen von Turbinenschaufeln, Einlassschlitzen, Brennkammern
und Triebwerksgondeln.

Literatur: Parviz Moin, John Kim: Modellieren von Turbulenz, Spektrum der Wissenschaft, Dezember 1997

Visualisierung von Stromungsgréf3en berechnet mit numerischen Verfahren
(Bastian Katz)

Wir haben bisher Methoden zur Approximation sowohl von skalaren GréRen wie Druck, Temperatur oder
Dichte als auch von vektoriellen GrolRen wie z. B. dem Geschwindigkeitsfeld einer Strdmung in einem
Raum kennengelernt. Dazu wird das betrachtete Volumen durch ein dreidimensionales Gitter dargestellt —
in unseren Beispielen zunachst mit einem strukturierten Gitter, d. h. der Raum wird in Quader zerlegt. Die
gesuchten GréfRen werden dann an den Gitterpunkten, d. h. an den Ecken der Quader, mit Hilfe numerischer
Verfahren angenahert. Um diese Stromungsdaten letztendlich interpretieren zu kdnnen, missen sie jedoch
noch in geeigneter Art visualisiert werden, was bedeutet, die Darstellung auf méglichst aussagekraftige
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Informationen zu reduzieren, da niemand sich in einer solchen Menge von Daten auf dem dreidimensionalen
Gitter zurechtfinden kdnnte, ganz abgesehen davon, dass dem Betrachter Informationen aus dem Inneren
des betrachteten Volumens nicht mehr zugénglich waren, wenn man versuchen wirde, alles darzustellen. Wir
werden hier zwei Visualisierungsmethoden vorstellen: Schnitt- und Isoflachen mit Farbverlaufen oder Vektorfeld
und Particle Tracing, zu deutsch Teilchenverfolgung.

Schnitt- und Isoflachen

Modellierung der Fléache durch Dreiecke

Die naheliegendste Methode, Daten auf einem dreidimensionalen Gitter zu visualisieren, liegt darin, sich auf die
Betrachtung von Flachen in diesem Raum zu beschranken. Auf solchen Flachen lassen sich dann ausgewéhlte
Daten als Farbverlaufe oder durch Vektorfelder darstellen. Mégliche Flachen sind zum einen Schnittflachen
des Volumens mit Ebenen, Kugeln o. &., zum anderen sogenannte Isoflachen, d. h. Flachen konstanten
Funktionswertes. Am Beispiel eines Swimmingpools, dessen Temperaturverteilung dargestellt werden soll,
gabe es also die Mdglichkeiten, entweder die Temperatur als Farbe auf einem Querschnitt durch den Pool
darzustellen oder eine Isoflache einer bestimmten Temperatur zu berechnen, die die warmeren von den
kalteren Bereichen trennt. Fur die Berechnung beider Flachen wird der sogenannte Marching Cubes Algorithm
herangezogen, der darauf aufbaut, dass zunachst fir jeden der Gitterpunkte ein Abstand d zur gesuchten
Flache berechnet wird, wobei das Vorzeichen von d angibt, auf welcher Seite der gesuchten Flache sich der
Punkt befindet. Im Falle einer Schnittebene berechnet sich der Abstand d eines Gitterpunktes ¥ zur Ebene
mit dem Hesse’schen Normaleneinheitsvektor »0 und dem Abstand m zum Ursprung nach d = (¥ - nO) m,
wobei Punkte mit negativem d auf der gleichen Seite der Ebene liegen wie der Ursprung. Bei Isoflachen ist d
nicht Abstand im rdumlichen Sinn, sondern bezieht sich auf die dargestellte Gré3e. Bei einem Punkt mit dem
Wert D qilt als Abstand zur Isoflache des Wertes D, die Differenz d = D — Dy. Wurde so fiir jeden Punkt
des Gitternetzes die Lage beziiglich der gesuchten Flache geklart (Punkte, die genau auf einer Flache liegen,
kénnen wahlweise einem der beiden Falle, oberhalb oder unterhalb, zugeordnet werden), wird nacheinander
jeder Quader des Gitters einzeln daraufhin untersucht, ob er von der gesuchten Flache geschnitten wird,
was der Fall ist, wenn nicht alle Eckpunkte auf derselben Seite der Fléache liegen. Fir diese Quader, die von
der Flache geschnitten werden, wird die jeweilige Schnittflache berechnet. Und zwar berechnet man fir jede
Quaderkante, deren Endpunkte beiderseits der Flache liegen, den Punkt auf der Kante, den die Flache treffen
musste. Das geht mit linearer Interpolation. Man berechnet zunachst die Gewichtungsfaktoren flir Punkte mit
den Abstande d; und ds:

do dy
Wo =
do—dy 2 dy —do

w1 =

und daraus sowohl die Schnittpunkte S als auch skalare oder vektorielle GroBen D auf den Schnittpunkten,
die jeweils zwischen den betroffenen Eckpunkten der Quader interpoliert werden.

§:]31w1+}32w2, D:D1w1+D2w2

Zwischen diesen Schnittpunkten auf den Kanten jedes Quaders wird nun eine Flache aus Dreiecken modelliert,
die die gesuchte Flache approximiert. Zur Betrachtung der Schnittmdglichkeiten nutzt man dabei aus, dass
sich die theoretisch 28 Moglichkeiten (Jeder Eckpunkt des Quaders kann entweder tiber oder unter der Flache
liegen) durch Berlcksichtigung von Symmetrien auf 14 Félle reduzieren lassen. Darunter befinden sich leider
auch Schnitte, die nicht eindeutig, dafiir aber auch vernachlassigbar sind, weil sie nur bei stark gekrimmten
Flachen auftreten. Die Dreiecke aller Quader zusammen ergeben nun die gesuchte Flache.

Isolinien

Neben dem Einfarben der Flache bei der Ausgabe zur Visualisierung einer bestimmten Gréf3e lassen sich auch
Isolinien berechnen, also Mengen von Punkten gleichen Funktionswertes — dem zweidimensionalen Pendant
der Isoflache — auf einer Flache. Die Berechnung der Isolinien auf den Flachen erfolgt im Wesentlichen analog
der der Flachen im Raum: Die Dreiecke, aus der sich die Flache zusammensetzt, werden wieder einzeln
daraufhin Uberprift, ob und wie sie von einer Isolinie durchlaufen werden.

Vektorfelder

Gerade zur Visualisierung von Stromungsgrof3en ist die Darstellung vektorieller Gro3en oft unerlasslich. Solche
Grofllen wie z. B. die Stromungsgeschwindigkeit in einem bestimmten Punkt kdnnen in Form von an den
Eckpunkten der Dreicke ansetzenden Pfeilen dargestellt werden. Es gibt jedoch auch die Mdéglichkeit, wenn
die Flachennormale 7 bekannt ist, den Geschwindigkeitsvektor in einen zur Flache normalen und einen
tangentialen Anteil zu zerlegen. Der Betrag des normalen Anteils y,, = 7y - ¥ kann dann als skalare Grolie
gespeichert und angezeigt werden, der zur Flache tangentiale ¥, = 7 — X,, = ¥ — |, |7°, die Querstromung,
kann wieder durch Pfeile visualisiert werden. Bei der Darstellung von Querschnitten durch Rohre o. a. lassen
sich so Verwirbelungen besonders deutlich erkennen.
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Particle Tracing

Ein anderer Ansatz zur Visualisierung von Stromungsdaten ist die Teilchenverfolgung oder Particle Tracing.
Man denkt sich ein Teilchen an einer bestimmten Position im Volumen und mdchte sehen, wie dieses Teilchen
durch die Strdmung transportiert wird. Der erkennbare Weg gilt zwar immer nur fur ein Teilchen, das genau an
einer bestimmten Stelle gestartet ist, lasst aber eindrucksvoll das Verhalten des Mediums deutlich werden und
macht es dem Betrachter besonders leicht, z. B. Wirbel zu erkennen. Um die Teilchenbahn zu visualisieren,
versucht das Modell, die Bahn eines Teilchens im Volumen fir einen bestimmten Zeitraum durch einen Linien-
zug anzunahern. Soll mit X(f, t) der Weg des Teilchens beschrieben werden, der sich zum Zeitpunkt ¢ in &
befunden hat, so lautet das zugehoérige Anfangswertproblem

Dabei ist u(Z,t) die an den Gitterpunkten bekannte und dazwischen interpolierte Funktion der Strémungs-
geschwindigkeit. Nach dem Euler-Verfahren ergibt sich dann als Iterationsvorschrift fir die Annaherung einer
Teilchenbahn in Zeitschritten h:

X (2, th1) = X (T, tr) + ha(X (T, ), tr)

Da der Algorithmus bei der Approximation von X nur in den seltensten Falle auf Gitterlinien oder -punkten
landet, besteht ein groRes Problem fir den Algorithmus darin, herauszufinden, in welchem Gitterelement X liegt
und zwischen welchen Gitterpunkten « interpoliert werden muss. Insbesondere bei unstrukturierten Gittern,
die nicht nur aus Quadern, sondern aus einer Mischung vieler verschiedener dreidimensionaler Primitiven, wie
Tetraeder, Pyramiden o. &., zusammengesetzt ist, ist dieser Algorithmus mit hohem Aufwand verbunden.

Die Graphikpipeline

Nach all diesen Vorbereitungen stehen wir endlich am Anfang der sogenannten Graphikpipeline, einer Reihe von
Operationen zur Ausgabe von 3D-Computergraphik. An ihrem Anfang steht die dreidimensionale geometrische
Repréasentation des Darzustellenden — in unserem Fall der Dreiecke und Linienziige — und an ihrem Ende die
Ausgabe einer zweidimensionalen Graphik auf dem Bildschirm. Im Allgemeinen teilt man die Graphikpipeline
in finf Stationen ein, die jedoch nicht unbedingt, wie der Name suggeriert, sequentiell abgearbeitet werden,
sondern je nach Verfahren auch parallel ablaufen.

Transformation

Der erste Schritt besteht aus der Umrechnung der dreidimensionalen Reprasentation, d. h. der Eckpunkte der
Dreiecke und Linienztige, in Bildschirmpunkte. Diese Transformation ist im Wesentlichen eine Kombination aus
Drehungen und Verschiebungen, da der Betrachter sich im Raum frei bewegen und das Volumen aus jedem
erdenklichen Winkel betrachten kann. Den Abschluss der Transformation bildet schlielich die Projektion, in
den meisten Fallen eine Zentralprojektion.

Entfernung von Rickseiten

Im Gegensatz zu unseren Isoflachen, die von beiden Seiten aus betrachtet werden kdnnen, gibt es in der 3D-
Graphik haufig Flachen, die nur von einer Seite aus sichtbar sind, weil sie z. B. einen geschlossenen Korper
modellieren, den man nur von auen sehen kann. Um zu verhindern, dass fiir solche Dreiecke, die man quasi
von hinten sieht, noch Berechnungen durchgefuhrt werden, Gberprift man zunéchst, ob die Normale einer
Flache vom Betrachter weg zeigt. In diesem Fall ignoriert man die Flache im weiteren Verlauf. Da Normalen
zu Dreiecken prinzipiell in beide Richtungen zeigen konnen, kann mittels der Reihenfolge der Angabe der
Eckpunkte eines Dreiecks festgelegt werden, wie die richtige Normale ausgerechnet wird.

Entfernung verdeckter Oberflachen

Ein weiteres Problem der Visualisierung ergibt sich daraus, dass die Dreiecke einer Szene nacheinander
dargestellt werden, dabei aber nicht unbedingt systematisch von weiter entfernten zu nahe gelegenen
vorgegangen werden kann, weil eine Sortierung oft viel zu aufwendig wéare. Um zu verhindern, dass beim
Zeichnen eines entfernten Dreiecks dichtere bereits auf dem Bildschirm sichtbare Uberschrieben werden, nutzt
man aus, dass die Ausgabe auf dem Bildschirm gerastert ist, d. h. beim Zeichnen jedes Dreiecks werden
jeweils alle Pixel (Bild- oder Rasterpunkte auf dem Bildschirm), die innerhalb des darzustellenden Dreiecks
liegen, eingefarbt. Um ungewolltes Uberzeichnen zu verhindern, merkt sich das Visualisierungsprogramm jetzt
lediglich beim Setzen jedes Pixels, in welcher Tiefe es liegt, und kann beim nachsten Dreieck, das dieses Pixel
einschlieRt, ein Uberzeichnen entsprechend verhindern. Dieses Verfahren nennt sich Tiefenpuffer-Algorithmus,
oder, weil die Tiefe oft auf der z-Achse liegt, z-Buffer-Algorithmus.
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Beleuchtungsmodelle

Gerade bei einfarbigen Flachen, wie wir sie z. B. als Isoflachen verwenden, fehlen dem Betrachter des
zweidimensionalen Bildes wichtige Informationen zur réaumlichen Einordnung. Um dem Auge Plastizitat
vorzutduschen, schattiert das Visualisierungsprogramm die Flache entsprechend der Lage zu einer virtuellen
Lichtquelle. Dabei gilt nach dem Lambert'schen Gesetz, dass die Helligkeit einer diffus reflektierenden (nicht
spiegelnden, sondern matten) Flache proportional dem Cosinus des Winkels zwischen der Flachennormalen
und dem Vektor zur Lichtquelle ist. In der Praxis wird dieses Prinzip in drei Varianten umgesetzt: Im Flat
Shading wird die Helligkeit fur jedes Dreieck anhand seiner Normalen berechnet, daher haben benachbarte
Flachen zum Teil deutliche Helligkeitsunterschiede. Beim Gouraud-Shading werden die Normalen in den
Eckpunkten aus denen aller umliegender Dreiecke gemittelt, die Helligkeiten in diesen Punkten berechnet und
beim Zeichnen der Dreiecke zwischen diesen Punkten interpoliert, was die Kanten glattet. Das aufwendigste
Verfahren ist das sogenannte Phong-Shading, bei dem nicht die Helligkeiten, sondern die Normalen zwischen
den Eckpunkten interpoliert werden und das Reflexionen erstaunlich genau simulieren l&asst.

Rasterung
Der letzte Schritt der Visualisierungskette lauft eigentlich parallel zur Beleuchtungsberechnung und der

Entfernung verdeckter Oberflachen, da diese beiden Schritte bereits auf einer Rasterung basieren. Hier ver-
sucht das Visualisierungsprogramm, die Dreiecke mdglichst treffend fiir das Bildschirmraster zu diskretisieren.
Diesen Vorgang kann man sich ungeféhr so vorstellen wie den Versuch, auf einem Karopapier durch Ausmalen
bestimmter Kastchen eine Gerade darzustellen; jede Gerade, die nicht horizontal oder vertikal liegt, wird eher
zu einer Treppe als zu einer Geraden. Dieser Effekt nimmt mit zunehmender Aufldsung des Bildschirms ab.
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Ergebnisse
(Monika Wierse)

Natlrlich ware es am schénsten gewesen,
wenn wir mit den soeben erlernten Mitteln
richtige Strémungsprobleme numerisch
hatten l6sen koénnen. Leider sind die
Dinge dafir dann doch zu kompliziert. Um
aber trotzdem einen Einblick in aktuelle
Problemstellungen zu geben, stelle ich
einige Datensétze zu Stromungsproble-
men vor. Die sehr zeitaufwendigen Rech-
nungen dazu wurden zum Teil auf millio-
nenschweren Supercomputern durchge-
fuhrt. Die folgenden drei Beispiele stam-
men aus Forschungsprojekten der Daim-
lerChrysler AG (Bilder 1 und 2) und dem
Institut fiir Thermische Stromungsmaschi-
nen der Universitat Stuttgart (Bild 3).

Bild 1 (rechts): Simuliert wurden die Stro-
mungsverhaltnisse in einem Zylinder eines
4-Takt-Motors. Gerechnet und abgebildet
wird nur eine von zwei spiegelbildlichen
Halften (eigentlich ist es ein Vierventiler).
Dies ist eine Mdglichkeit, den Rechenauf-
wand kleiner zu halten. Man geht dann
davon aus, dass die Stromungsverhaltnis-
se symmetrisch sind.

Auf dem Bild ist das Einlassventil getffnet, so dass frisches Gemisch in den Zylinder einstrémen kann. Das
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Auslassventil ist geschlossen, wir sehen also einen Zustand wéahrend des Ansaugtaktes. Die helle Flache
im Zylinder trennt frisches von bereits verbranntem Gemisch. Im Weiteren wirde man untersuchen, ob
das verbrannte Gemisch komplett ausgespuilt wird und wie gut das frische durchwirbelt wird. Die Striche
(Partikelbahnen) zeigen Wege von Stromungspartikeln seit dem Offnen des Einlassventils.

Bild 2: Berechnet wurden die
Strémungsverhaltnisse im In-
nenraum eines Fahrzeugs. Zu
untersuchen war dabei, wie sich
Temperaturveranderungen aus
der Klimaanlage auf das Wohl-
befinden des Fahrers auswir-
ken. An den Partikelbahnen
sieht man sehr schon, dass es
vor dem Fahrer sehr turbulent
zugeht.

Bild 3: Die dunklen Flachen stellen
(quer angeschnittene) Blatter von
Schaufelradern einer Turbine dar.
Man sieht nur Teile von 3 Schaufel-
radern, wobei die beiden auReren
feststehen (Statoren) und das mittle-
re sich bewegt (der Rotor, dies wird
auch numerisch simuliert!). Die wei-
Ren Flachen sind Teile der Isoflache
Zu einem bestimmten Druckwert.
Auf einer Schnittfliche durch das
Berechnungsgebiet ist das Vektor-
feld der Stromung dargestellt. Die
Druckverhaltnisse in einer Turbine
missen gut verstanden sein, damit
die Turbinenblatter der Belastung
durch das durchstromende Gas oder
Wasser standhalten kénnen.
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